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Distinguidas personalidades del Presidium

Queridos colegas

Estimados amigos y amigas, dear friends

Es para la Sociedad Matemdtica Mexicana un orgullo, y a la vez
un motivo de satisfaccion, el estar hoy en esta hermosa y hospitalaria
ciudad de Zacatecas, en este magnifico recinto del Teatro Calderén,
reunidos para la inauguracién de la VII Reunién Conjunta American
Mathematical Society - Sociedad Matematica Mexicana.

Las Reuniones AMS-SMM se han ido consolidando como uno de
los mds importantes congresos de investigacion para la comunidad
matemadtica mexicana y estoy seguro que esta VII edicién continuara
con la tradicién de alto nivel académico y excelencia matematica que
han establecido las anteriores.

Se estrechan asi los lazos, no s6lo de amistad y compaiierismo
entre colegas con un interés comun, si no de cooperacion cientifica
del mds alto nivel y en el mds noble espiritu internacional de soli-
daridad y colaboracién entre nuestras Sociedades y comunidades.
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La VII Reunién Conjunta es hoy una realidad, pero hemos
llegado hasta esa realidad gracias al esfuerzo desinteresado, y en
ocasiones sacrificado, de un gran nimero de colegas de ambos pais-
es que se han dado a la tarea de realizar las labores de organizacion
de una reunién tan importante como ésta, tareas a veces grandes y
pesadas, a veces pequefias y minuciosas, pero igualmente necesarias.

Vaya un sincero agradecimiento al Comité Ejecutivo, al Comité
de Programa, al Comité Organizador Local, a los Coordinadotes de
Sesién, al Staff de la Sociedad y a todas las autoridades universi-
tarias, municipales y estatales que han hecho posible llegar hasta
este punto.
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Agradezco muy especialmente a la Sra. Amalia Garcia, Gober-
nadora de este maravilloso Estado, el interés que pone y ha puesto
por todas las actividades cientificas con una preclara visién para el
futuro de México. Al Secretario de Educacién y Cultura del Estado
de Zacatecas Maestro Flavio Campos su constante apoyo; al Sr.
Rector de la Universidad Auténoma de Zacatecas, Alfredo Femat.
Esta reunién se lleva a cabo gracias a su decidido apoyo; a la Dra.
Gema Mercado, Directora del Consejo Zacatecano de Ciencia y
Tecnologia, promotora incansable de esta reunién y precursora de la
matematica en este Estado; a la maestra Lorena Jiménez, Directora
de la Unidad Académica de Matematicas, todo el interés y arduo
trabajo en los mil detalles de la organizacién de esta reunién y al
Maestro José Augusto Beltrdn, Director de la Unidad Académica
de Fisica por su hospitalidad en prestarnos las instalaciones para la
realizacién de esta reunion.

Dear colleagues from Mexico, the United States and all around the
World:

It is for the Sociedad Matemadtica Mexicana an honour and also
a pleasure to have you here in this beautiful city of Zacatecas for
the VII-th (seventh) Joint Meeting of the American Mathematical
Society - Sociedad Matemdtica Mexicana.

Our Joint Meetings have become of the outmost importance for
the Mexican mathematical community and I am sure that this VII-th
edition will continue the tradition of high academic level and math-
ematical excellence established by the previous meetings.
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This way we strengthen the links, not only of colleagues having
a common interest, but also of scientific cooperation of the highest
level between our Societies and communities. This VII-th Joint
Meeting is becoming a reality; but we must remember that we are
here thanks to a lot of colleagues from both countries that have
provided their effort and sacrifice to make this meeting possible.

—— — L -
My acknowledgment to the Executive Committee, to the Program
Committee, to the Local Organizing Committee, to the Session Or-
ganizers, to the administrative Staff and to all the authorities from
the University, from the City and from the State, all of whom made
this Meeting come true.
Quiero desear a todos los colegas de ambas naciones
I want to wish all the participants from both countries
Que disfruten esta Reunién Conjunta
To enjoy this Joint Meeting.

Y que tengan la mds feliz estancia entre nuestra comunidad
matemadtica y en nuestro pafs.

And to have a good time within our mathematical community and
in our country.

Gracias.
Thank you.



Mensaje de la Secretaria de

Educacion Publica,
Josefina Vazquez Mota

uy buenos dias y muy bienvenidos a la Secretaria de

Educacion Piblica. Doctor Alejandro Javier Diaz Barriga

Casales, Presidente de la Sociedad Matematica Mexica-

na, quiero publicamente reconocer y agradecer a usted y
a la Sociedad el esfuerzo y el espiritu de colaboracién con la Secre-
tarfa de Educacién Publica, pero particularmente las iniciativas que
hemos venido dialogando y que sin duda resultan indispensables ha-
cia el futuro en la agenda educativa del pais.

Muy queridos jéovenes medallistas, Pablo Soberén Bravo que nos
ha dado la satisfaccién de la primera medalla de oro en esta Olimpia-
da y que como hemos podido observar tiene un larga trayectoria, lo
cual demuestra al igual que todos los medallistas, que esto no surge
de manera espontdnea, sino requieren de un esfuerzo, de una disci-
plina y de un trabajo cotidiano.

A Ivin Joshua Herndndez Maines, Manuel Angel Guevara Lépez,
Sadl Ivéan Gallegos Bernal, Andrés Leonardo Gémez Emilsson,
José Daniel Rios Ferrusca, Alejandro Jiménez Martinez, Luis Angel
Isafas Castellanos, Manuel Guillermo Lépez Buenfil.

Queridos jévenes medallistas y miembros de la delegaciéon me-
xicana que participardn en esta cuadragésima octava Reunién In-
ternacional de Matemdticas en Vietnam: Fernando Campos Gar-
cia, Isaac Buenrostro Morales, Aldo Pacchiano Camacho, Cristian
Manuel Oliva, Marco Antonio Avila Ponce de Leén y Jestis Novelo
Puc.

Distinguidos miembros de la directiva de la Sociedad Matemati-
ca Mexicana; estimadas maestras y maestros que nos acompaifian,
padres de familia, amigas y amigos.

Y de manera especial también, quisiera saludar esta mafiana a don
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Guillermo Soberén, que fue Rector de la UNAM, Secretario de
Salud, pero hoy su presencia obedece a un orgullo familiar y a es-
ta medalla de oro que se ha logrado para nuestro pais, enhorabuena
también por estar aqui hoy en su calidad de abuelo, muy orgulloso
seguramente de su nieto doctor Soberdn, es un honor que nos acom-
paiie, y a Lorenzo Samuel Gitler, miembro también del Colegio Na-
cional.

Una educacién de calidad y con equidad son sin duda los grandes
retos que ha planteado en Presidente Felipe Calderdn para la agen-
da educativa del pais. Por eso es de gran satisfaccion esta reunion,
con un destacado grupo de jévenes que tantos logros le ha dado a
nuestro pafs en las matemadticas y con estos integrantes incansables,
luchadores incansables de la Sociedad Matemdtica Mexicana.

Quiero reconocer la labor de sus maestras, de sus maestros, pero
también de sus padres de familia, sin los cuales me parece serfa prac-
ticamente imposible explicar estas medallas y estos reconocimien-
tos.

Me parece que lo mas alentador que tenemos esta mafiana, como
lo ha establecido quien hoy preside la Sociedad de Matematicas, es
observar como México ha venido avanzando y hoy ocupa un lugar
destacado en el primer tercio de los paises que asisten a la Olimpia-
da.

No fue asf el inicio, lo cual nos demuestra que hay una esperanza
real y posible de que no solamente los jévenes que van a la Olimpia-
da avancen en el conocimiento de las matematicas, sino que lo hagan
miles de estudiantes en todo el pafs.

Si los jovenes aqui presentes, no solamente son medallistas, sino
son competidores de clase mundial, el reto que hoy tenemos es abrir
este espacio de posibilidad a miles de jévenes, que como sefialaba
el Presidente de la Sociedad, les gusta las matemadticas los primeros
afios de vida escolar para después de alejarse de ellas, probablemente
para siempre.

Sé que la Olimpiada de Matematicas ha sido un esfuerzo sin
precedentes, sé que reconoce no solamente el reto de una nueva for-
ma de pensar. Queremos las matemdticas no solamente para resolver
los problemas de dlgebra o de trigonometria, o de geometria que ya
son muy importantes.

En México queremos las matemdticas también para fortalecer
el ejercicio de la razon, para ser capaces de pensar en soluciones
mejores y mas justas no solamente en el mundo de las matemaéticas,
de la ingenierfa o de la ciencia que resultan indispensables, necesi-
tamos respuestas mucho mds amplias y audaces en las agendas so-
ciales, en las agendas de justicia, en la propia agenda educativa y de
libertad para el pafs.
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Nos urgen las matemadticas porque sin la mejora en la aplicacién
de la calidad de las matemadticas, tampoco podremos elevar los estin-
dares de la agenda educativa nacional y no podremos la plataforma
de talentos para desarrollar las carreras del presente, pero sobre todo
las carreras del futuro.

Necesitamos las matemadticas también, para ir encontrando estos
talentos. Hoy tenemos a este grupo de jévenes, del cual nos sentimos
muy orgullosos, pero tal vez la pregunta es cudntos pudiendo estar
aqui no han podido ser reconocidos a edad temprana y tampoco han
podido ser acompaiiados a lo largo de su vida.

Creo que entonces el reto y lo hemos venido conversando desde
esta mafiana, es no solamente fortalecer la Olimpiada, que convoca a
jovenes desde secundaria y bachillerato, es fortalecer el aprendizaje
de las matemadticas en todo el dmbito de la agenda educativa.

Yo quiero esta mafiana publicamente, pedirle a la Sociedad
de Matemadticas que nos acompafle a por vez primera empezar
a establecer las bases para que la Olimpiada de Matemadticas en
México, no inicie en la secundaria, nos urge que la Olimpiada de
Matematicas inicie desde el primer afio de primaria.

Tenemos que llevar la Olimpiada a la educacién basica, tenemos
que llevar la enseflanza de las matemadticas a nivel preescolar, que
es cuando los nifios y las niflas de México tienen mds preguntas que
respuestas. Muchas veces conforme avanzamos en la agenda educa-
tiva las preguntas se acaban por completo y solamente quisiéramos
estar en el terreno de las respuestas, con una gran pobreza en el uso
de la inteligencia y en la sociedad del conocimiento.

Asi que le pido piblicamente a la Sociedad que demos este paso,
que sé que ha sido una inquietud de ustedes por afios y que muy
pronto podamos darle esta noticia a México y este desafio, de que la
Olimpiada de Matematicas va desde primero de primaria.

Y creo que tenemos que empefiarnos también, porque segura-
mente lo hay, en encontrar més talentos. Extrafio en este grupo que
me parece tan valioso y tan rico, una presencia femenina que segura-
mente no hemos fortalecido lo suficiente o no las hemos acompaiiado
lo suficiente.

El préximo seis de julio ustedes partirdn hacia Vietnam para par-
ticipar en esta edicién 2007 y no tengo la menor duda de que sabrin
representar a México con una gran dignidad. Les deseo mucha suerte
en esta Olimpiada y que regresen triunfadores y que regresen con
medallas y que regresen mucho més orgullosos de lo que ya estén en
este momento.

Esta cooperacion, también se ha dado desde el inicio de la gestién
del Presidente Calderén con la Sociedad Matemdtica Mexicana.
Quisiera informar que nos ayudaron de manera invaluable para la
realizacién de la Prueba ENLACE, que se aplic6 en meses pasados
en nuestro pafs a mds de once millones de estudiantes y algo muy
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importante, el dfa de hoy la Sociedad Matemética Mexicana hara en-
trega a la Secretarfa de Educacion Publica de esas llamadas “ligas™
o enlaces via Internet, que le permitirdn a cada joven cuando reciba
los resultados de su Prueba ENLACE, esos once millones y medio de
estudiantes en México, ir directamente a reconocer cudles fueron las
respuestas que acertaron o cuales fueron aquellas donde no acertaron
y se equivocaron, y a través de estos enlaces, estas “ligas”, podrdn ir
directamente a encontrar como resolver favorablemente este proble-
ma, en el que probablemente fallaron en la aplicacién de la Prueba
ENLACE.

Quiere decir entonces que ENLACE es una evaluacién que
empieza a tener respuestas para el mejor aprovechamiento y
conocimiento de las matematicas. Es un trabajo que nunca antes se
habia tenido y que yo aprecio y valoro enormemente a la Sociedad
Matemadtica Mexicana.

Se que han concluido con primaria, que estidn por concluir con
secundaria, yo creo que nos tendremos que dar prisa Doctor, porque
vamos aplicar ENALCE al bachillerato por vez primera y entonces
tendremos que tener los materiales listos también para bachillerato.

La Olimpiada Mexicana de Matemdticas estd unida a otros es-
fuerzos, la Olimpiada del Conocimiento, la Olimpiada Nacional de
Ciencia, Quimica y Biologia, la Olimpiada de Fisica, Informatica,
de Historia y también de Geograffa.

Aqui les permite identificar talentos, pero tal como lo ha com-
partido la Sociedad Matemdtica Mexicana no basta encontrar los
talentos, el gran reto es como los acompafiamos, como les damos
seguimiento, como les podemos becar, como los podemos fortalecer,
como les podemos permitir acceso a estdndares superiores a nivel in-
ternacional.

En este sentido, quisiera decir que actualmente participa un millén
de nifios y jévenes en este tipo de olimpiadas. Pero esto es todavia
insuficiente, hemos venido conversando sobre la urgencia de ampliar
los diplomados y la formacién para las maestras y los maestros de
Meéxico, de al manera, que como decia hace unos minutos en mi
oficina el Presidente de la Sociedad Matematica Mexicana, lo mejor
debe suceder en el aula y es en el aula donde la ensefianza de las
matemaéticas debe llevar a esta sociedad del conocimiento, pero tam-
bién a esta ampliacién de posibilidades para millones de estudiantes
en México.

Sé que en algunas entidades del pafs, como es el caso de Sonora,
Querétaro y recientemente el Estado de México, se han fortaleci-
do estos diplomados para las maestras y los maestros, y yo quisiera
hacer un compromiso para que no sea solamente en estas tres enti-
dades, sino estos diplomados sucedan a lo largo y ancho de todo el
pais.

La Sociedad Matematica me ha planteado la urgencia de ampliar
este esfuerzo a la educacién media superior, por lo cual estamos
trabajando desde el dia de hoy, para que se revise la curricula del
bachillerato en la ensefianza de matematicas y también la mejor for-
macién de maestras y maestros.

Le instruido a mis colaboradores a que las normales se incluyan
también en este proceso de fortalecer las curriculas y la ensefianza de
las matematicas, desde la propia formacion del magisterio en el pas.
Es muy importante el aprendizaje permanente, pero no podemos de-
sestimar los aprendizajes primeros para llegar al salén de clases.

A partir del afio que entra vamos a constituir un Fondo especial
de comuin acuerdo con la Academia Mexicana de las Ciencias, es la
primea vez que la SEP hard un esfuerzo financiero y quisiera infor-
mar cudl es el propésito de este Fondo especial con la Académica
Mexicana de las Ciencias: primero la deteccion de talentos, con con-
vocatorias mds amplias de las olimpiadas que ya tenemos y estable-
ciendo nuevas competencias en otras dreas de conocimiento.
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En segundo lugar, la asesoria a los padres de familia, a los mae-
stros y a las escuelas para la canalizacién y atencién apropiada para
potenciar esas capacidades. Tercero, la elaboracién de materiales
didacticos que estimulen el desarrollo de estas actitudes.

En cuarto lugar, la identificacién de dreas en donde se debe re-
forzar esa ensefianza. Quinto, el acompafiamiento tutorial de los
jovenes, desde el Programa Pauta, este programa lo ha venido in-
centivando la Academia Mexicana de Ciencias, que es este acom-
pafiamiento para jovenes destacados y que queremos fortalecer des-
de la Secretarfa de Educacién Publica.

El dia de hoy por la tarde recibiré también las recomendaciones
del Consejo de Especialistas para la Educacién, que tendrdn que
verse reflejadas en el Programa Sectorial y en nuestro Plan Nacional
de Educacién.

Hemos venido escuchando a todos los miembros de la comunidad
educativa, esta tarde el Consejo de Especialistas, las sociedades de
Ciencias, las academias de Ciencias, los maestros, los padres de fa-
milia, la sociedad civil, el Sindicato y todos aquellos que tienen algo
que aportar o proponer a la agenda educativa del pafs.

Aquellas iniciativas que fortalezcan la calidad y la equidad de esta
agenda, no solamente serdn retomadas sino serdn fortalecidas desde
la autoridad en materia educativa.

Tenemos muy claro el camino de la agenda educativa y estas ini-
ciativas serdn reconocidas desde el &mbito en que se propongan.

Seguiremos en el empefio de la evaluacion, creo que no podriamos
explicar estas medallas y esta mejora en calidad, si no hubiera habido
una evaluacion de por medio, que es la Olimpiada propiamente de las
matemdticas.

Por eso creemos en la evaluacién que nos compara entre nosotros,
pero creemos profundamente en la evaluacién que no se limita a
compararnos entre nosotros, sino que nos permite compararnos con
los otros. Y esta es la apuesta de evaluacién que tenemos en el pais,
sobre la cual no tenemos duda alguna y nos empefiaremos a todo lo
largo y ancho de esta agenda educativa.

Nuevamente muchas felicidades jovenes, mucha suerte, estamos
muy orgullosos de que entregan su inteligencia, su concomiendo y
que sean unos apasionados del mundo de las matemadticas y ojald
también con su testimonio nos ayuden a decirles a miles y millones
de jovenes en México que si son divertidas las matemadticas, que
son muy entretenidas, que son parte de su vida y que vale la pena
no solamente encontrase casualmente con ellas en el camino, sino
hacerlas complices permanentes a lo largo de toda su vida.

Sociedad Matemadtica Mexicana, Presidente, muchas gracias doc-
tor por este empefio y colaboracion; papds, felicidades, deben estar
muy orgullosos, abuelitos también, por supuesto que aqui nos acom-
pafian, maestras y maestros, y seguiremos adelante en este empeio.
Mucha suerte, enhorabuena y muchas gracias a todos.
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Palabras del Dr. Alejandro
Diaz-Barriga, en la ceremonia
de entrega de reconocimientos

a medallistas olimpicos

Lic. Josefina Vazquez Mota, Secretaria de Educacion Publica
Distinguidos Jovenes Olimpicos, Sefiores Subsecretarios y Direc-
tores, Amigos todos

a Sociedad Matemadtica Mexicana ha cumplido la tarea

de organizar afio con afio el trabajo asignado por la

Secretarfa de Educacién Publica, consistente en organizar

las Olimpiadas de Matemadticas. Iniciamos nuestra parti-
cipacién en 1988 en la Olimpiada Internacional de Matemadticas en
Australia. Para darnos una idea del camino recorrido basta decir que
en 1994, en Hong kong, obtuvimos el lugar sexagésimo quinto de 69
paises. Los avances logrados en los dltimos cuatro afios son impor-
tantes. Para observar esto mencionamos lo siguiente:

Meéxico fue sede el afio antepasado de este certamen internacional
realizdndose esta Olimpiada en Mérida; Yucatdn. En esta ocasién de
91 paises obtuvimos el lugar trigésimo primero. El afio pasado asisti-
mos a la cuadragésima séptima olimpiada internacional que se llevo
a cabo en Eslovenia, obtuvimos el lugar vigésimo cuarto de noventa
paises. Para dimensionar lo que hemos logrado hay que decir que en
toda su historia México tenfa 3 medallas de plata. S6lo el afio pasado
ha ganado por primera vez una medalla de oro ademads de traer otras
dos medallas de plata. Resaltamos también que por primera vez ob-
tuvimos el primer lugar en la olimpiada iberoamericana y por sexta
vez consecutiva el primer lugar en la centroamericana.

Seflora secretaria, por todos estos datos podemos decir que la
Sociedad Matemdtica Mexicana esta cumpliendo adecuadamente
con esta tarea. La matemdtica es una y la ciencia matemdtica
mantiene una gran vigencia, pues influye en casi todas las édreas
del conocimiento, ya que ayuda a entender, aproximar y analizar
cualquier fenémeno complejo, por ejemplo la modelacién del clima,
el estudio del ADN y los analisis moleculares de aplicacion médica.

La matemadtica esta presente en la formacién de todo individuo,
no sélo por su aplicabilidad a otras dreas del conocimiento, sino
también porque nos ensefia formas de pensamiento. El papel que
la matematica juega en la formacién del ser humano, del mexicano,
no debe solamente circunscribirse al manejo de nimeros y medidas,
sino debe impactar fuertemente las formas de pensamiento de éste.
La matematica debe abonar a la capacidad de disefiar estrategias para
resolver problemas, no sélo de esta ciencia, sino de la vida cotidiana
y de otras ciencias. Ademads, debe colaborar en la capacidad de con-
jeturar soluciones y argumentar a favor de ellas. Es por esto que la
matemadtica forma parte del curriculo desde la primaria.

Esta tarea de enseflar matematica a todos los mexicanos, a nues-
tros nifios y jévenes, no la estamos haciendo correctamente. En pe-
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quefias encuestas que se han realizado en la Sociedad Matemadtica
Mexicana nos damos cuenta que a casi todos los nifios de 1° y 2°
de primaria les encanta la matematica, mientras que ya a la mayoria
de nifios de 5° y 6° de primaria y 1° de Secundaria no les gusta la
matemadtica, mds bien la detestan. Tal parece que en la escuela los
vamos vacunando contra esta hermosa y ttil ciencia.

Son dos las tareas que debemos realizar en los niveles bésico y
medio superior, la de dar una sélida formacién a todo mexicano que
le permita tener una mejor y mas humana calidad de vida y la de de-
tectar talentos que posteriormente estudien una carrera de ingenierfa
o una carrera cientifica. Ingenieros y cientificos de alto rendimiento
son necesarios en este pais para que realicen la investigacién que nos
dar4 un adecuado registro de patente. Esta es la tinica via que tiene un
pais para acceder a un mejor nivel de vida de sus habitantes y paises
emergentes como China, Singapur, etc. han tomado este camino.

Por esta ultima razén debemos también buscar que la ensefianza
superior sea de calidad. Los estudiantes deben poder acceder a to-
da la informacién necesaria para que su formacién sea completa y
debemos tener profesores altamente capacitados en su especialidad.

La Sociedad Matemdtica Mexicana en los tltimos afios ha reali-
zado acciones en estas direcciones, proyectos como Mi ayudante con
la Universidad Pedagégica Nacional, como PUEMAC con el Institu-
to de Matemdticas de la UNAM, Diplomados dirigidos a profesores
de primaria con el apoyo de CIMAT, de la Universidad de Sono-
ra, de la Universidad Auténoma de Querétaro y recientemente con
Instituciones Educativas del Estado de México. En estos diplomados
buscamos aprovechar la experiencia de los docentes en Primaria para
lograr en ellos una nueva vision de la matemadtica y de su ensefianza.

Las autoridades de la Secretaria de Educacién Publica han ma-
nifestado una gran sensibilidad para buscar resolver el problema de
la ensefianza de la matemadtica en todos los niveles educativos del
pais, es por esto que realizaremos conjuntamente la Secretaria de
Educacion Piblica y la Sociedad Matematica Mexicana acciones en-
caminadas a mejorar esta ensefianza. Una accidn relevante dentro de
éstas, es la realizacion el préximo afio en nuestro pais del Congre-
so Internacional de Educacién Matemadtica nimero 11. Tendremos la
oportunidad los educadores mexicanos y los latinoamericanos de en-
terarnos de los dltimos resultados que de investigacién en educacion
matemadtica que se han realizado en el mundo.

Estamos seguros que este conjunto de acciones redundard en una
mejor ensefianza de la matemdtica en nifios y jovenes de este pais,
mds lidica, mds interesante y mas profunda y como consecuencia de
ello tengamos en un futuro un México mejor.

Muchas gracias.

S M M&
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La Hipotesis de Riemann

y Primalidad

Resumen

n este reporte describimos los principios bdsicos de al-

gunos algoritmos de primalidad, partiendo de una breve

explicacién de la hipdtesis de Riemann, uno de los siete

problemas del milenio [4], para cada uno de los cuales el
Clay Mathematical Institute ha ofrecido un premio de un millén de
ddlares de los EUA. Puntualizamos la relacién de la hipétesis de
Riemman con algunas pruebas de primalidad.

1. La hipétesis de Riemann

El concepto de nimero primo ha existido acaso desde tiempos re-
motos, en los mismos albores de la humanidad. En un hueso encon-
trado en el Africa Central que data alrededor de 20 milenios antes de
Cristo, se encontraron seflas que pudieran ser los nimeros 11, 13, 17,
y 19 y hay, en consecuencia, quienes interpretan esto como indicios
de que en el Paleolitico se tenia ya la idea de nimeros primos. Lo
que es una certeza, es que en la antigua Grecia, en la escuela de Pita-
goras (S. V AC), se tenia bien entendido qué era un nimero primo
y un nimero compuesto. Tiempo después, en las obras de Euclides
se incluye la demostracion de la existencia de una cantidad infinita
de nimeros primos. Enseguida Eratéstenes describe su criba, con la
que se podia encontrar los nimeros primos iniciales.

Desde entonces, las teorias alrededor de los nimeros primos han
sido cimientos fundamentales en la actual teoria de ndimeros.

Un buen inicio de la relacién de los nimeros primos con la
hipétesis de Riemann es la “uniformidad de los primos”. A la larga
aparentemente los nimeros primos “grandes” pueden irse separan-
do cada vez més (dado un entero n > 3, entre (n + 1)! + 2y
(n + 1)! + (n + 1) hay n nimeros enteros contiguos que no son
primos) pero también puede darse el caso de que haya algunos pri-
mos grandes cercanos entre s (como lo pueden ser dos primos geme-
los), sin embargo siempre se encuentran con cierto comportamiento
“uniforme”: Fijo un entero n al cabo de un cierto nimero, fijo que
depende de n, de elecciones de enteros menores que n se obtendra
un primo con una alta probabilidad. Esto es algo asi como pintar los
primeros primos en una liga, estirar la liga, pintar en ella a los primos
en un intervalo mds grande y observar que la traza en la liga casi no
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cambia. Veamos de manera un poco mds formal la formulacién de
esta idea.

EREON3
10° | 1.104
107 | 1.071
10° | 1.054
10 | 1.043
1013 | 1.036
106 | 1.028
102! | 1.021
1024 | 1.019

Cuadro 1: Aproximaciones de 7(z) mediante -

Definicion 1 (Funcién de Euler). Se define la funcion w : R — N,
z—7(z) = Zp<z 1, donde el indice p varia sélo en los niimeros
primos. a

Es decir, la funcién 7 cuenta los nimeros primos menores o
iguales a z, por ejemplo, 7(20) = 8, 7(100) = 25. En 1792 Gauss
establecié mediante evidencias numéricas la relacion

m(z)
z—oo x/Inx

conocida como el Teorema de los Niimeros Primos (TNP). Algunos
célculos que ejemplifican el comportamiento de la razén 17;(1?1 los
podemos ver en la Tabla 1

Independientemente, Legendre present6 en su libro “Théorie des
nombres” (“Teoria de los niimeros”) (1798) que la funcién m puede
aproximarse mediante una de la forma x — z/(Alogx + B), y di6
como valores A = 1, B = —1,08366. Alrededor de 1852 Cheby-
shev demostré que 0,92129% < 7(x) < 1,1056 %, y mds rigu-
rosamente, puesto en notacién moderna, que w(z) = Q(z/lnx)
y m(z) = O(z/Inz), es decir, que el cociente (7(z)lnz)/z,
se mantiene acotado a la larga tanto inferior como superiormente.
En 1892 Sylvester realiz6 un refinamiento a esta aproximacion:

0,95695= < mw(z) < 1,04423:%. Alrededor de 1896 I.
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Hadamard y C.-J. De la Vallée-Poussin proporcionaron independien-
temente sendas demostraciones del TNP.
Por otro lado, se ha considerado a Euler como quien introdujo la

famosa funcién
— 1
s ((s) =) vy
n=1
que es convergente para cualquier real s > 1, y él mismo demostré

la relacion
()= I a=p)7"
p primo

llamada producto de Euler, la cual aparecié en su libro “Introductio
in Analysin Infinitorum” en 1748. De hecho ya eran conocidos casos
particulares de esta funcién en términos de series. Por ejemplo, para
s = 1 resulta la serie arménica Y o que ya desde 1350 N.
dOresme habia demostrado ser divergente. En 1735, Euler muestra
que parael caso s = 2,((2) = Y07 | 5 = ?2, cons=4¢4) =
g—:, y, de hecho, se ocupé de casos con valores pares llegando a
calcular hasta ((26). Actualmente se sabe que para valores enteros
pares vale la relacion,

nln

donde cada Bgj es un nimero de Bernoulli. Desafortunadamente
Euler no obtuvo resultados relevantes acerca de los casos impares,
y mas de dos siglos mds tarde, apenas en 1978, R. Apréry demostré
que ¢(3) es un nimero irracional.

Una consecuencia importante que proporciona la funcién ¢ es
una demostracién alternativa de la existencia de una infinidad de
nimeros primos. En efecto, esto es una consecuencia de que {(s) —
00, cuando s — 1.

Por otro lado, en 1859 Georg Friedrich Bernhard Riemann edita
un manuscrito titulado “Uber die Anzahl der Primzahlen unter ein-
er gegerbenen Grosse”, (“Sobre el niimero de primos menores que
una magnitud dada”), que es visto hoy como uno de los mds céle-
bres escritos de las matematicas clasicas. En €1, Riemann estudia la
relacion de los ndmeros primos con funciones de variable compleja.
Riemann tiene la idea de extender la funcién ¢ a todo el plano com-
plejo (privado del punto z = 1) e intentd probar el TNP mediante
esa extension, y aunque no lo demostrd, el esfuerzo si le rindié muy
buenas ideas. Riemann formul6 varias conjeturas sobre la extension
de ¢ (llamada desde entonces la funcion zeta de Riemann). Sin em-
bargo el punto mds alto de la discusién estd en la distribucién de los
ceros de la funcién de Riemann, lo cual esta intimamente relaciona-
do con la distribucién de los nimeros primos. Se tiene los siguientes
hechos acerca de la funcién de Riemann:

1. ¢ no tiene ceros en el semiplano Re(z) > 1.

2. ¢ no tiene ceros en la linea Re(z) = 1. Este hecho implica el
TNP.

Mais atin, puede verse que los ceros de ¢ pueden ser clasificados
como sigue:

1. Los ceros que estdn fuera de la franja 0 < Re(z) < 1 son
nimeros reales y son de hecho los enteros negativos pares,
—2,—4,—6,—8, ... Estos son llamados ceros triviales de (,
o ceros reales, ya que ningun otro cero es real. Que éstos sean
ceros resulta, por un lado, al expresar la funcién de Riemann

en términos de los nimeros de Bernoulli [C(—n) =— i”fll } ,

y también de la forma equivalente demostrada por Euler,
1 n
C(Z): 1_217Z22n+lz ( ) k+1)
n= k=0

Grifica de la funcién de Riemarm y sus ceros trivialss

-J\/S -6 =3 -
-0l
-n.oz
-0.02

Figura 1: Raices, o ceros, reales.

Frdfica de walor ab=clutoe de la funcidén de Rismann

1a Z0 20 40 S0

Figura 2: Ceros de la funcién real y — 1/2 + yi.

En la grifica 1 se aprecia que, en efecto, los ceros triviales de
¢ aparecen en el eje real negativo.

2. Los ceros que estdn en la franja 0 < Re(z) < 1 son llama-

dos ceros no-triviales de ¢ y hay una cantidad infinita de ellos.
Los ceros no-triviales no son reales, por lo que son llamados
también ceros complejos.
Los ceros de este tipo que han podido ser calculados estdn so-
bre la linea critica Re(z) = 1/2, por lo que tienen la for-
ma 1/2 + yi con y # 0. En la Tabla 2 las ordenadas de los
primeros ceros complejos conocidos quedan enlistadas, y en
la gréfica 2 se les puede observar, al graficar la funcién real
y — C(1/2 +iy)|.

Riemann formulé entonces su conjetura acerca de los ceros no

triviales:

Conjetura 1 (Hipétesis de Riemann (HR)). Todos los ceros no tri-
viales de ¢ que estdn dentro de la franja 0 < Re(z) < 1 estdn en la
linea critica Re(z) = 1/2.

! y: ¢(1/2+yi) =0 |

14.134725142 40.918719012
21.022039639 43.327073281
25.010857580 48.005150881
30.424876126 49.773832478
32.935061588 52.970321478
37.586178159 56.446247697

Cuadro 2: Las ordenadas de los primeros ceros no-triviales de

¢
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’ ano \ n
1903 15
1914 79
1925 138
1935 1,041
1958 35,337
1966 250,000
1968 3,500,000
1977 40,000,000
1979 81,000,001
1983 300,000,001
1986 1,500,000,001
2001 10,000,000,000
2004 900,000,000,000
2004 | 10,000,000,000,000

Cuadro 3: Ndmero de ceros no-triviales de ¢ conocidos en las
fechas indicadas.

Figura 3: Distribucién de Primos.

En [12] se puede ver también diversas caracteristicas de la funcién

C.

Hasta la fecha nadie ha podido demostrar que la conjetura de Rie-
mann sea verdadera, o por el contrario, ha podido dar un contra-
ejemplo. Este es uno de los problemas no resueltos mas importantes
de las matematicas modernas. En [11] se presenta una coleccién ac-
tual de intentos por demostrarla. Lo que se tiene es s6lo evidencia
numérica de que la conjetura es cierta, en los aproximadamente 10*3
primeros ceros. La cantidad de ceros calculados ha tenido el creci-
miento bosquejado en la Tabla 3.

De manera visual, es posible captar una intima relacién entre los
ndmeros primos y la funcién ¢. Tomemos muestras de m primos
contiguos y de m ceros complejos de ¢ contiguos a lo largo de la
recta x = % y marquémoslos con lineas verticales. En las gréaficas 3
y 4 mostramos dos de tales patrones de nimeros primos y de ceros
de zeta con m = 50, estos ultimos elegidos de tablas de ceros [7].
Se observa que las distribuciones son “parecidas”. Esto puede apre-
ciarse mejor al tomar mds muestras de tamafios mayores.

Tal relacion se puede establecer de manera formal en la siguiente
version de la HR.

Figura 4: Distribucién de ceros de ¢
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Definicion 2. La integral logaritmica Li(x) estd definida por
odt
Li(z) = —
5 logt
Entonces se puede plantear de manera equivalente la hipdtesis de
Riemann como

7(z) = Li(z) + O(z'/**°).
También se puede considerar a las funciones siguientes:

Definicion 3. Sean v y ¢ definidas como:

z — )= {logplk €N, pprimo , p* < x}
=log mem{i|1 <i < |z]}

z — Jz)= Zlogp
p<z

Entonces la hipétesis de Riemann se expresa equivalentemente de
dos formas:

z+ O(Il/2+e)
T+ O(w1/2+€)

1.1. Aplicacion del TNP en Criptografia

En la prictica criptogréfica, involucrada de manera relevante en
la seguridad de las comunicaciones, son muy comunes los certifica-
dos digitales. Un tal certificado consiste esencialmente de una clave
publica, de los datos del propietario del certificado y de una firma
digital de quien emite el certificado. La clave publica en un certi-
ficado RSA es un niimero entero producto de dos nimeros primos,
casi del mismo tamafio. Una de las preocupaciones mds frecuentes
es saber con certeza si acaso los nimeros primos que componen la
clave publica no podran repetirse. Mds atin, se trata de saber si hay
suficientes nimeros primos para una cantidad considerable de certi-
ficados digitales, o alternativamente si acaso es posible siempre en-
contrar nimeros primos. La respuesta positiva a esto se implica si
es posible contar los nimeros primos y saber de qué manera estdn
distribuidos.

Es entonces que el TNP puede resolver claramente estas dudas.

Por un lado, si se quiere tener primos de 512 bits, entonces és-
tos pueden buscarse en el intervalo [25°8,250]. EI TNP garantiza
que en ese intervalo se puede encontrar aproximadamente (2°°%) —
7(2°%®) primos, es decir alrededor de

9509 9508

In (2509)  1In (2508)

= (4,75034 — 2,37984) - 10**°

= 2,37049 - 10"°°.

Si hubiese alrededor de 108° moléculas en todo el universo, y mucho
menos de 10'° individuos en el mundo, no es dificil darse cuenta
que “nunca” se teminaran los primos a ser usados como certificados
digitales.

Por otro lado, el TNP implica que dado un nimero z, hay apro-
ximadamente z/(In 2) ndmeros primos menores a x. Haciendo esti-
maciones muy toscas, el siguiente primo puede esperarse en un va-
lor y tal que y/(Iny) = x/(Inx) + 1. Presuponiendo ademds que
In(z) ~ In(y), se ha de tener y ~ = + In z. Esto quiere decir que si
se tiene algin primo p, el siguiente ha de “aparecer” a una distancia
aproximada de In(p).

Asi pues, s6lo hay que recorrer alrededor de In(2°°) ~ 352 en-
teros, a partir de algiin nimero aleatorio para encontrar un nimero
primo como el requerido para un certificado digital. Las dudas refe-
rentes a los nimeros primos en las aplicaciones mencionadas quedan

resueltas en la préctica.
S M M



2. La Hipétesis Extendida de Riemann

Tal como sucede con la hipétesis de Riemann, la version extendi-
da se puede plantear de varias maneras. Veamos algunas de ellas:

Definicion 4. Sea p un niimero primo mayor que 2. La funcién Ly, :
C — C se define como:

= /n) 1
Ly(z) = — | =
=3 (5) 5
donde <%) es el llamado simbolo de Legendre.

Entonces la Hipdtesis Extendida de Riemann (HER) se plantea
como: fodos los ceros no-triviales de z — Ly(z) tienen parte real
1/2.

Por otra parte, experimentalmente se puede observar que los
nimeros primos estdn “igualmente” distribuidos en diferentes clases
de congruencia médulo un nimero n. Por ejemplo, entre los 1229
primos menores a 10000, 611 son congruentes con 1 y 617 lo son
con 2, médulo 3. Es bien conocido el siguiente resultado acerca de
los residuos de primos médulo un ndimero 7.

Teorema 1 (Dirichlet). Si mcd(a,n) = 1 entonces hay una canti-
dad infinita de niimeros primos congruentes con a modulo n.

Pero atin mds, como una consecuencia del célebre Teorema de
Densidad de Cebatorov se tiene que a la larga los niimeros primos
han de estar equidistribuidos en las clases de congruencia médulo
n que contengan primos, por lo que puede esperarse un “mismo”
nimero de primos en cada una de ellas. Como hay ¢(n) de tales
clases (¢ denota a la funcidn cldsica de Euler que cuenta para ca-
da entero cudntos enteros existen menores que él y primos relativos
con él), por el TNP “deberia” haber alrededor de z/(¢(n) In z) pri-
mos en cada una de tales clases de congruencia. Con lo cual queda
motivada la siguiente

Definicién 5. Para tres enteros positivos x,a,n, con a < n, sea
II(x,n,a) el conjunto de primos congruentes con a médulo n que
son menores a x. Sea, ahora, 7 : (x,n,a) — w(z,n,a) =
card(Il(x, n, a))

A manera de ejemplos simples, 7(10000,3,1) = 611,
(10000, 3,2) = 617.

La HER también puede ser planteada de manera equivalente si

tomamos dos enteros n y a primos relativos y € > 0. Entonces se ha
de tener,
Li(z)
¢(n)
Finalmente, escribiremos una udltima versiéon de HER después de la
siguiente definicion.

m(z,n,a) = + O(z*T).

Definicion 6. Un carécter sobre un grupo abeliano G es un homo-
morfismo de G al circulo unitario S* = {z € C|zZ = 1} (este
tltimo dotado de la multiplicacion de niimeros complejos).

Definicion 7. Sea p un cardcter sobre el grupo multiplicativo 7y,
de los enteros modulo n, entonces se define el caracter de Dirichlet
X : Z* — S U {0} como:

[ p(mmodn) simed(m,n) =1
x(m) = { 0 en otro caso

Si x asume solo valores 0 o 1, se dice ser principal.

OS MM

Input: n > 3

Output: A decision whether n is PRIME or
COMPOSITE

.- Forr = 2to [y/n] do

2- If r|n then Output COMPOSITE

3.- Output PRIME

Cuadro 4: Método Ensayar Divisiones

La funcion de Dirichlet L es entonces

ZHL(Z,X):ZQ,

n>1

La HER afirma que todos los ceros de L tienen parte real 1/2.

Para intentar explicar el uso de la HER, veamos el siguiente ejem-
plo: Supéngase que se quiere encontrar un residuo no-cuadritico
b médulo un nimero primo p. Se sabe por observaciones que los
residuos cuadraticos y los no cuadréticos estdn distribuidos de ma-
nera irregular. El primer impulso para encontrar una tal b es intentar
con 2, 3,4, ... hasta encontrarlo. Se puede observar que al variar el
primo p, este nimero buscado no es muy grande, salvo para pocos
primos p. Entonces es posible calcular el tiempo que nos costard
encontrar tal b. Si la HER fuese cierta, via la formulacién anterior,
entonces podemos tener una certidumbre de que existe una cota bg
para la busqueda. Por lo tanto basta buscar en 2, 3, 4, .., bo. Esto fue
probado de manera formal por N. Ankeny [1], y fue generalizado
para encontrar elementos fuera de un conjunto por E. Bach [2].

3. Antecedentes de Primalidad

El problema de primalidad consiste en decidir si un nimero n
dado es primo o compuesto. Este problema ha sido sin duda uno de
los méds importantes a lo largo de la historia.

La criba de Eratostenes es el método mds antiguo (200 A.C.) para
decidir si un nimero n dado es primo o compuesto. Este método
comienza por construir una tabla de todos los nimeros enteros posi-
tivos del 2 hasta n. Comenzando con el 2, declarado primo, se tacha
a todos los multiplos de él menores que n. Se regresa la inicio de
la lista y se prosigue con el siguiente nimero no tachado, que ob-
viamente es el 3, se le declara primo y se cancela ahora a todos los
mdltiplos de 3, que no hubiesen sido cancelados. Se regresa y se
repite esto hasta que no queden primos o nimeros por cancelar. En-
tonces se tendrd por conocidos a todos los factores primos de n o
bien se podra reconocer que n es primo.

Como consecuencia de la criba de Eratdstenes, tenemos el método
de “ensayar divisiones”. Este método se basa en el hecho de que es
suficiente verificar, para n dado, si acaso todos los nimeros primos
menores a 1/n no lo dividen, y entonces n debe ser un niimero primo.
Ya que cuando n es compuesto, digamos n = ab, entonces uno de
los factores es menor o igual a y/n. Este procedimiento se puede ver
en la Tabla 4 y atn es 1til, en el caso que se quiera encontrar nimeros
primos pequefos.

Es bien conocido desde el siglo XVII, el Teorema Pequeiio de
Fermat (TPF): Si a > 0 es un niimero entero positivo y p es un
niimero primo, con med(a, p) = 1, entonces a?~! =1 mod p.

La proposicién reciproca, sin embargo, no es cierta: si a? ' = 1
mod p, para todo a, con med(a, p) = 1, entonces p no necesaria-
mente es un nimero primo.
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Esto significa que hay nimeros compuestos n tales que, para to-
do a con med(a,n) = 1, se cumple la relacién ™! = 1 mod n.
R. Carmichael encontré por el afio 1910 uno de tales niimeros com-
puestos, a saber, n = 561 = 3 - 11 - 17. A partir de entonces a estos
ndmeros se les llama de Carmichael.

Una forma equivalente al TPF es que si existe un niimero a con
med(a,n) = 1y a”~' # 1 mod n, entonces n es un niimero com-
puesto.

Lo anterior da un método para decidir si un nimero es compuesto,
sin embargo es posible también usar el TPF para encontrar nimeros
“que parecen primos”. El procedimiento consiste en fijar un nimero
a, que llamaremos festigo, y evaluar ™~ * mod n. Si el resultado
es diferente de 1, entonces el nimero es claramente compuesto y
a es un testigo de Fermat de este hecho, pero si el resultado es 1,
entonces el nimero n es un candidato a ser primo y a se dice ser
un seudoprimo respecto al testigo a. El detalle en este dltimo ca-
so es ver qué tan “fuerte” es la candidatura de n a que sea primo.
Muchos algoritmos probabilistas de primalidad se basan en el hecho
de que, cuando esxisten testigos de Fermat, éstos se encuentran en
un nimero pequefio de pruebas. Por tanto la probabilidad de que un
seudoprimo respecto a un nimero relativamente pequefio de testigos
sea efectivamente primo es muy alta. Los nimeros de Carmichael,
por supuesto, hacen que este criterio de decision falle, pero éstos son
muy raros, por ejemplo, R. Rivest [8] verificé que de 718 millones de
ndimeros aleatorios de 128 bits de longitud, de los cuales 4 millones
fueron seudoprimos respecto al testigo 2, ninguno dejé de cumplir
la prueba de primalidad mds fuerte a principios de la década de los
90 del siglo pasado. Hoy en dia se sabe que aunque son raros los
nimeros de Carmichael hay una cantidad infinita de ellos, lo cual
fue mostrado en 1992 por W. Alford, G. Granville y C. Pomerance.
El dltimo de tales nimeros fue encontrado en 1998 y tiene 10200
digitos decimales.

La discusién anterior nos lleva a pensar que es posible calcular
y controlar la probabiliad de error en el caso de generar un ndimero
seudoprimo. De hecho, esto es la base de los algoritmos probabilis-
ticos, los cuales son algoritmos que determinan si acaso un nimero
es compuesto y si se falla en esto, entonces se declara como primo
probable, con una probabilidad pequefia y controlada de error. En la
siguiente seccion hablaremos de cémo la HER influye en esos algo-
ritmos para suprimir su cardcter aleatorio.

4. Prueba de primalidad de Solovay-
Strassen

Nuestro propdsito en esta seccién es ver que la aleatoriedad del
método de Solovay-Strassen puede ser omitida bajo la suposicién de
que la HER es verdadera.

El métdo de Solovay-Strassen se presenta en la Tabla 5.

Lema 1. Si n es un primo impar, entonces el algoritmo aleatorio
de Solovay-Strassen produce el resultado PRIME, y si n es un com-
puesto impar produce COMPOSITE al menos para la mitad de posi-
blesa € {1,2,...,n—1}. El algoritmo corre en tiempo polinomial,
respecto al “tamariio de n”. Su complejidad en tiempo es, precisa-
mente, O ((log n)s)

Como ya se sabe, este método es para certificar realmente com-
posicién, en lugar de primalidad. En lo que sigue se dardn las her-
ramientas para demostrar el lema 1.

Definicion 8 (Simbolos de Jacobi y Legendre). Sea n un niimero
entero impar con factorizacion [ | p;*. Entonces el simbolo de Jacobi
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Input: n > 3
Output: A decision whether n is PRIME or
COMPOSITE
1.- Choose randomly a € {1,2,...,n — 1}.
2.-If gcd(a, n) # 1 then COMPOSITE; stop
else
3~ If (2) # a™1/2 mod n then
COMPOSITE; stop
4.-  else PRIME.

Cuadro 5: Algoritmo Aleatorio de Solovay-Strassen

de un entero a, respecto an, es (%) =11 (f) donde para cada
T

primo p;, <pl) es el stmbolo de Legendre: vale 1, si a es un residuo
i

cuadrdtico médulo p; y vale —1 en otro caso.

El criterio de Euler consiste en que si p es un nimero primo impar
y a es un entero tal que mcd (a,p) = 1 entonces a es un residuo
cuadratico médulo p siempre que a2 = 1 mod p y no lo es si
a®™V/2 = _1 mod p.

Definicion 9. Se define el grupo de falsos testigos de Euler, para un
entero m, como

E(n) = {a € Zn| (ﬂ) =a"" /% mod n} .
n
Por ejemplo E(65) = {1, 8,14,18,47,51,57,64}.
Lema 2. Sea n un niimero entero impar mayor que 1. Entonces n
es primo si y sélo si E(n) = Z,.

Ahora estamos listos para probar el lema 1.

Si n es un primo impar, el primer condicional “If” en el algoritmo
no se satisfard nunca. En ese caso, de la definicién del simbolo de
Legendre este paso regresard siempre PRIME.

Si m es un nimero compuesto impar, entonces si med(a,n) # 1,
el primer condicional regresa COMPOSITE, en caso contrario a €
Zy,, y por el lema anterior F(n) # Z;,. Pero como E(n) es un
subgrupo de Zy,, entonces E(n) debe ser un subgrupo propio. Por lo

tanto, §
) < ol - o) L) 7
2 2 2 2
Y con probabilidad mayor o igual a 1/2, a ha de ser un falso testigo
de Euler para la composicién de n, con el cual el algoritmo regresa
COMPOSITE.

Por otro lado se sabe que para el cdlculo de (%) se toma un tiempo
O((logn)?), mientras que el calculo de a™~1/2 mod n requiere
O((logn)?). Esto termina la demostracién. O

El algoritmo de Solovay-Strassen puede reescribirse para conver-
tirlo en un algoritmo no-aleatorio, segtin se puede ver en la Tabla 6.
La diferencia de los dos algoritmos se encuentra en la eleccién de
a: el primero lo hace aleatoriamente y el segundo por medio de un
ciclo “For” desde a = 2 hasta 2(logn)?. Los siguientes resultados

nos permitirdn ver que esta variacion del algoritmo es correcta.
Definicion 10. Para cada entero positivo n, sea
G(n) = min {z|Z;, es generado por primos < xz} .

Teorema 2 (Ankeny). Suponiendo verdadera la HER, entonces
G(n) = O((logn)?), y para cada subgrupo H no trivial de Z7,
se puede encontrar un a € Z;, — H en tiempo O((logn)?).
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Input: n > 3

Output: A decision whether n is PRIME or
COMPOSITE

1.- For a = 2 to 2(log n)? do

2.-If mcd (a,n) # 1 then COMPOSITE

else
3.~ If (£) # " Y/2(modn) then
COMPOSITE
4.- PRIME

Cuadro 6: Algoritmo No-aleatorio de Solovay-Strassen

En diversas situaciones, se requiere encontrar un niimero fuera
de cierto subgrupo propio de Z;,. Por el teorema de Ankeny y la
generalizacion de Bach, tales niimeros son féciles de ser encontrados
y lo son mediante una biisqueda directa en lugar de una aleatoria.
El teorema de Ankeny implica el siguiente, el cual finalmente nos
permitird llegar al objetivo que nos hemos planteado.

Teorema 3. Suponiendo vedadera la HER, si n es un niimero
entero impar compuesto, entonces existe un entero positivo a <
2(log n)?, para el cual se cumple una de las dos relaciones siguien-
tes: med (a,n) # 1o (2) # a™Y/2 mod n.

En efecto, sea n es un nimero entero impar compuesto. Por el
lema anterior, F(n) es un subgrupo propio no-trivial de Z,. Por el
teorema de Ankeny, se puede localizar un elemento a € Z, — E(n)
en tiempo O((logn)?), puesto que el complemento Z,, — F(n) es un
subgrupo no-trivial de Z}. La cota especifica en tiempo es 2(log n)?.
Sia ¢ Z;, entonces mcd (a,n) # 1. Sia € Z;, entonces (%) e
a"~1/2 mod n puesto que a no estd en E(n). O

Finalmente:

Teorema 4. Suponiendo verdadera la HER, la version no-aleatoria
del algoritmo de Solovay-Strassen, regresa PRIME si y solo si n es
primo, y lo hace en tiempo polinomial.

En efecto, por el teorema 3, si n es compuesto, uno de los dos
“If” del algoritmo regresa COMPOSITE. En caso contrario, n debe
ser primo. Ya que sélo se estd probando hasta 2(logn)? valores de
a, el tiempo polinomial es practicamente una consecuencia de que el
algoritmo original corre también en tiempo polinomial. a

5. Algoritmo de Miller Rabin

De manera similar al algoritmo de Solovay-Strassen, el de Miller-
Rabin, el cual se bosqueja en la Tabla 7, es un algoritmo aleatorio
que puede evitar esa aleatoriedad bajo la suposicién de la HER.

Teorema S. Si n es un niimero primo impar, entonces el algoritmo
de Miller-Rabin regresa siempre PRIME. si n es compuesto entonces
el algoritmo regresa COMPOSITE, para al menos 3/4 de todos los
a’s tales que 1 < a < n — 1. El algoritmo tiene una complejidad de
tiempo O((logn)?).

Bajo la suposicién de la HER, una vez mds, el cambio del algorit-
mo para suprimir la aleatoriedad estd en sustituir la instruccion

Choose a at random from {1,2,...,n — 1}

por la instruccién
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Input: n > 3
Output: A decision whether n is PRIME or
COMPOSITE

1.- Choose a at random from {1,2,...,n — 1}
2.- Express n — 1 = 2%¢, ¢ odd.
3.- Compute successively ag = a mod n,
a; =aimodn,...,a, =a;_, modn
untilk = soray =1 modn
4.-1If (k = s) and a, #Z 1 then COMPOSITE
5.- else If (k = 0) then PRIME
6.- else If (ax,_1 #Z —1) then COMPOSITE
7.- else PRIME

Cuadro 7: Algoritmo Aleatorio de Miller-Rabin

For a = 1 to 2(logn)? do

Se sugiere para propdsitos de implementacion elegir el algoritmo de
Miller-Rabin (MR) en vez del algoritmo de Solovay-Strassen (SS).
En primer lugar porque en SS hay que evaluar el simbolo de Jacobi
y en segundo, la probabilidad de error en SS es 1/2, mientras que en
MR es 1/4.

6. Otras aplicaciones de la conjetura
de Riemann

Como vemos, una de las mds importantes conjeturas es la HER.
En esta seccién simplemente mencionaremos algunos resultados en
diferentes dreas, que bajo la suposicién de que la HER es vili-
da, ellos también son vdlidos. Existen cientos de aplicaciones y las
aqui enlistadas forman una pequefia muestra, repetimos, siempre
suponiendo la HER.

1. En la versiéon de campos numéricos algebraicos, se ha de-
mostrado la conjetura original de Artin [5].

2. Se tiene una diversidad de algoritmos para campos finitos [10].
3. Se tiene un algoritmo para factorizar polinomios en F,[X] [9].

4. Existe un algoritmo para calcular el nimero de clase ha del
grupo de clase Ca, ademds de otros algoritmos para el mismo
grupo [6].

5. Existe un método que garantiza la suavidad de ciertos nimeros,
es decir, el que estos nimeros puedan factorizarse con primos
acotados por un b adecuado [6].

En [2] se puede encontrar una gran cantidad de resultados de la
Teoria de Numeros apoyados en la suposicién de la HER. Otro de
los campos abundantes en aplicaciones de la HER es la Fisica, par-
ticularmente en aplicaciones relativas al movimiento browniano, os-
ciladores armonicos, ruido, caos y, en general, mecdnica estadistica.
También en la existencia de ciertos esquemas de comparticién de
secretos en criptografia.
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Semigrupos de Operadores

y su Relacion con
la Ecuacion de Calor

Resumen
n este trabajo hacemos una breve revision de los concep-
tos y principales resultados de la teorfa de semigrupos de
operadores y en particular de semigrupos fuertemente con-
tinuos en un espacio de Banach. Ademads estableceremos
una relacién entre la teorfa de semigrupos y una de las ecuaciones
clasicas de la fisica-matemadtica: la ecuacion de calor, cuya solucién
se modela por medio de un semigrupo de convolucion.

Preliminares
Definicion 3. Sea (E, || - ||) un espacio normado. Si la métrica co-
rrespondiente d es completa, diremos que (E,|| - ||) es un espacio

de Banach. Si (E,(-,-)) es un espacio con producto interno cuya
correspondiente métrica es completa, diremos que (E, (-,-)) es un
espacio de Hilbert.

En lo sucesivo, X, Y seran espacios de Banach sobre el campo C.
Denotaremos indistintamente por || - || lanormaen X yen Y y H
serd un espacio de Hilbert sobre el mismo campo.

Definicion 4. Sea D subespacio vectorial de X. Una funcion A :
D — 'Y es un operador lineal, o simplemente operador, de X en'Y
si D es denso en X y A es lineal; i.e.

« D=X.
» Va €C, f,g € D, A(af + g) = aA(f) + A(g).

Al conjunto de operadores de X en'Y con dominio D lo deno-
taremos por L(D;Y') y para simplificar, denotaremos L(X; X) =
L(X).

Diremos que un operador A € £(X;Y") es acotado si

sup |[Af]] < oo,
rex;||fl=1

en cuyo caso escribiremos

[|A|l := sup
FEXSIIfII=1

1A£I-

Al conjunto de los operadores acotados de X en Y lo denotaremos
por B(X;Y') y denotaremos B(X; X) = B(X) .
Se tienen las siguientes propiedades:

(a) L(X;Y) es un espacio vectorial y B(X;Y) es subespacio de
L(X;Y).

(b) || - || es una norma en B(X;Y).
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© Vfe X, J[AfI < Al

(d) SiDesdensoen X y A € B(D;Y), entonces A se puede
extender a todo X.

Proposicion 1. Si A € L(X;Y), son equivalentes:
(i) A es acotado;
(ii) A es continuo; y

(iii) A es continuo en algiin ©o € X.

Principio de Acotacion Uniforme: Sean A € B(X;Y) vy
{An}tnen C B(X;Y) tal que A,f — Af,Vf € X, entonces
IM > Otal que ||An|| < M,V¥n € N.

Breve Introduccion a la Teoria de Semigrupos de Opera-
dores

Fue A. Cauchy [1] quien en 1821 pregunt6 en su Cours dAnalyse sin
mayor motivacion, lo siguiente:

" Déterminer la fonction p(x) de maniere quélle reste continue
entre deux limites réelles quelconques de la variable x, et que lon
ait pour toutes les valeurs réelles des variables x et y

1

ez +y) = p(@)p(y).

Usando notacién moderna, reescribimos el requerimiento de
Cauchy, omitiendo por el momento el requisito de continuidad, de
la siguiente forma:

Problema

Encontrar todas las funciones Uy : Ry — C tales que satisfagan la
siguiente ecuacion funcional (EF),

{ Uiys = UiUs paracada t,s >0,

Up=1.
Evidentemente, las funciones exponenciales

t — e* paracualquier a € C,

satisfacen la (EF). Con su pregunta, Cauchy sugiere que estas solu-
ciones canodnicas deberian ser todas las soluciones de la (EF).

Antes de dar respuesta al problema, analizaremos un poco a las fun-
ciones exponenciales y observaremos que ademds de satisfacer la
identidad algebraica de la (EF), también tienen algunas propiedades
analiticas importantes.
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Proposicién 2. Sea U; := e** para alguna a € Cy para todo t >
0. Entonces la funcion Uy es diferenciable y satisface el problema
de valor inicial (PVI),

%Ut =aU; paracada t >0,
Up=1.

Inversamente, dada a € C la funcién U,y : R.' — C definida por
Uy = e es la dnica funcion diferenciable que satisface el (PVI).
Finalmente, observemos que a = %Ut \tzo.

Demostracion Demostraremos solamente la afirmacién con-
cerniente a la unicidad. Sea S(.) : R4 — C otra funcién diferencia-
ble que satisface el (PVI), fijemos ¢ > 0, entonces la nueva funcién
Q) : [0,t] — C definida por

Qs :=UsSi—s paracada 0<s<t

es diferenciable, con derivada %QS = 0. Asi hemos demostrado
que

Ui=Qt=Qo =S5
La existencia es fécil de verificar. |
Consideremos ahora la siguiente proposicién que, combinada con la
anterior resolvera nuestro problema.

paracada ¢ > 0.

Proposicién 3. Sea U(.y : Ry — C una funcion continua que sa-
tisface la (EF). Entonces U,y es diferenciable, y existe una tinica
a € C tal que se satisface el (PVI).

Demostracién Como U(.y es una funcién continua en R, en-
tonces la funcién V/.y definida por

t
Vi ::/ Usds, t >0,
0

es diferenciable con derivada V(t) = U,>. Esto implica que

1 .

t—0t
Por lo tanto, V4, es diferente de cero, para algtin £o > 0 pequefio. La

(EF) ahora se puede escribir como,

to
Uy = VtEIVtOUt = Vtgl / Uitsds
0

1 t+to 1
Vo' [ Vs = Vi (Ve — Vi)
t
para cada ¢ > 0. Por lo tanto, U,y es diferenciable con derivada

d , Uitn — U
‘U = lm 2ttt
aVt = m

= lim M U,
h—0+ h

= UoU;

lo cual prueba que U(.) satisface el (PVI) con a := Up. M

La combinacién de los dos resultados anteriores da una respuesta
satisfactoria al problema de Cauchy escrito de manera moderna, lo
cual enunciamos de manera formal en el teorema siguiente.

paracada t > 0;

Teorema 1. Sea Uy : Ry — C una funcion continua que satisface
la (EF). Entonces existe una tinica a € C tal que

Us =€  paratodo t>0.

IR denota los niimeros reales no negativos.
2estamos denotando por © la derivada %v(t)
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Lo anterior, lo hemos puesto aqui como una breve introduccién a
la teoria de semigrupos de operadores.

Definicién 5. Una familia 1-paramétrica {U; }1>0 C B(X) es un
semigrupo de operadores acotados (o simplemente semigrupo) si:
(i) Uy = I, donde I es el operador identidad en B(X).

(ii) Usy+ = UsUy para cada s,t > 0 (propiedad de semigrupo).

Si un semigrupo {U }1>0 satiface ademds

(iii) limy_ o+ ||Us — I|| = 0, decimos que es un semigrupo uni-
formemente continuo.

(iv) Si la propiedad en (ii) se cumple para cada par s,t € R, la
Sfamilia {U; }1cr es llamada grupo de operadores en B(X).

Definicién 6. Un semigrupo {U;}:>0, de operadores en B(X) es
un semigrupo fuertemente continuo si

h'm+ Uf=f paracada f € X.
t—0

Definicién 7. El operador A en L(X) definido por

DA)={feX: lim W existe}

t—s0t

_ +
Af = lim Uef=f _d Cgtf\t:o para f € D(A)

t—0+ t

es el generador infinitesimal del semigrupo Uy, D(A) es el dominio
de A.

Tenemos el siguiente teorema, cuya demostracion se puede hallar
en [3]

Teorema 2. Sea {U.}:>0 un semigrupo fuertemente continuo en
B(X), entonces existen constantes w > 0y M > 1 tales que

U] < Me*? para t>0.

Ejemplo 1. (Semigrupo de Traslaciones) Sea X el espa-
cio de Banach que consiste de las funciones acotadas y
uniformemente continuas en R con la norma del supremo,
[ fllc = sup,ep{|f(@)|}. Para f € X definimos U; para cada
t > 0por (U f)(x) = f(z +1);

1. Parat = 0 tenemos Uy = 1.

2. Para s,t > 0, ypara f € X, U(Usf)(z)) = (Uef)(z +
s) = flx+s+1t) = (Ustif)(z), luego {U; } >0 es un semi-
grupo sobre B(X)

3. Como f € X es uniformemente continua en R entonces
{Ui}i>0 es un semigrupo fuertemente continuo.

El generador infinitesimal del semigrupo {U, }+>¢ estd definido en
D(A) ={f: feX, [ existe, f € X}

por

(Af)(@) = ['(2).

Ahora expondremos el siguiente ejemplo, el cual estd directamente
relacionado con el objetivo principal del presente trabajo, que es ilus-
trar de manera simple la relacién entre la teoria basica de semigrupos

y la ecuacién de calor.
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Ejemplo 2. (El semigrupo de Gauss-Weierstrass en R.)
Consideremos el espacio H = LP(R), 1 < p < oo, parat > 0
definamos Uy para f € LP(R) por

(Uf) (@) eap(—— %) ) ay.

= it

Podemos ver que Uif = Gy = f, (* denota convolucion) donde

Ge(z) = \/Hea:p( 2). Como Gy € L*(R), entonces U f €
LP(R) cuando f € Lp(]R).
Ademds
U fllp = IGe = fllp < NGellallflp-
Como

G = [ eap( e =1
tl_\/47rt oo Py -

entonces ||U;|| < 1, es decir, Uy es acotado sobre L (R) para cada
t > 0.

Ahora, hagamos Uy = I, luego sit = 0 o bien s = 0 tenemos
claramente que Uis = Ui Us. Ahora, para el caso general consi-
deremos el espacio de Schwartz

S(R) = {f € C(R): VYa,B €N, sup|z*D’ f(z)| < oo}
el cual es un subespacio denso de LP(R). Para f € S(R), por la
asociatividad de la convolucion para s,t > 0 se tiene (U;Uy) f =

Gs * (Gi * ) = (Gs x Gy) * f; haciendo cdlculos tenemos
9\ (Y
(Gs * Gy)(x) 47T\F / exp(— 45 Yexp( gy )dy

(z—y)® - sy’
A VL AR )
47‘(‘\/7 / ap(— 4st Jdy

(s 4+ t)y* — 2tzy + ta?

1 oo
— e [ el o~ Yy
4*t tx 2
47rf/ v =539
t t2 5
_ s+t .o s+t) st 9
= mvii ) exp[—( o )Y lexp[— o (s—}—t)?x 2%

1 z? © 2 s+t
= - “d = Y
zm/s+te$p( 4(8+t))/7ooe = )

1 T
S aag)VT

1 z2
eap{ ;

4 (s + t) (3 +1)
luego (UsUp)f = Gsit x f = Usyrf para cada f € S(R); por
la densidad de este subespacio en LP(R) el resultado se puede
extender a todo LF (R).

Ahora usando resultados de la teoria de funciones de prueba
tenemos que Gy * f — f cuando t — 0%, Por lo tanto {Uy;}s>0
es un semigrupo fuertemente continuo sobre LP (R).
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b= Gspe(a)

La Relacion con la Ecuacion de Calor

En el ejemplo anterior, el semigrupo de Gauss-Weierstrass estd
dado por el nicleo

Haciendo Gt(z) = G(=

u 9%u

la ecuacion de calor %t = 5.z en la recta; lo cual significa que
u(z,t) = (Gt * f)(x) = (Usf)(x) es solucion del problema de

valor inicial

,t) obtenemos la solucién fundamental de

para x €R, ¢t >0,

ou _ 9%u
ot ox2
{ u(z,0) = f(z)

bajo condiciones apropiadas. En el caso n-dimensional, la solucién
de la ecuacion de difusioén de calor %—t = Awu (A denota el Lapla-
ciano n-dimensional) puede ser tratada de manera similar haciendo
uso de la solucién fundamental

2
Gn(z,t) = (47rt)776xp(—%) zeR", ¢t>0.

Este es s6lo un ejemplo de una teoria mds general, la teoria de ecua-
ciones de evolucidn, en la cual los semigrupos y el andlisis fun-
cional juegan un papel fundamental, el objetivo principal del pre-
sente articulo, es invitar al lector a estudiar algunos temas del analisis
funcional (teoria de semigrupos de operadores) como una herramien-
ta fundamental para el estudio de algunos temas de ecuaciones en
derivadas parciales.
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Relacion de Hoteles con los que se llevd a cabo algiin convenio y respetaran precios

Hotel Courtyard by Marriot San Jerénimo (SEDE)

Av. San Jerénimo 1012, Col. San Jeronimo C.P. 64640

Tel: 01 (81) 8389 7900

Fax: 01 (81) 8389 7910

Habitacion Sencilla o Doble: $936.00 (impuestos incluidos)
Referencia: Sociedad Matematica Mexicana 2007

Hotel Hampton Inn Norte (SEDE)

Av. Universidad 501 Norte, San Nicolas, México 66450

Tel: 01 (81) 8305 2400

Fax: 01 (81) 8305 2410

Habitacién Sencilla o Doble: $819.00 (impuestos y desayuno buffet
incluidos)

Hotel 88 Inn

Av. Lerdo de Tejada 767

Fracc. Tabachines C.P. 66450

Tel. 01 (81) 8305 9988

Lada sin costo 01 800 834 88 00

Habitacion Sencilla o Doble: $556.00 (Impuestos incluidos)

Tarifa sujeta a 10 habitaciones del grupo

Hotel Holiday Inn Norte

Av. Universidad 101 Nte.

San Nicolas de los Garza, C.P. 66450

Tel. (01) 81-8158-0000

Fax. (01) 81-8158-0017

Habitacion Sencilla o Doble: $1,013.22 (impuestos y desayuno buffet
incluido)

Fiesta Inn

Av. Fidel Velazquez 3000.Col. Central

C.P. 64270 Monterrey, N.L.

Tel. 01 (81) 8389 8989

Fax. 01 (81) 8389 8900

Lada sin costo 01 800 504 50 00

Habitacién Sencilla o Doble: $970.77 (Impuestos y desayuno continental
incluidos)

Clave de grupo: GHHVI

Hotel Son Mar

Av. Alfonso Reyes No. 1211 Norte. Col. Sarabia C.P. 64490 Monterrey
N.L.

Tel. 01 (81) 8126 1300 x. 513 y 502

Fax. 01 (81) 8372 5077

e-mail reservaciones@sonmar.com.mx

Habitacién Sencilla o Doble: $585.00 (Impuestos incluidos)

Persona Extra: $117.00 (Impuestos incluidos)

Hotel Plaza del Arco

Av. Pino Suarez # 935 Norte Col. Centro, Monterrey, N.L.

Tel. 01 (81) 8372 4050

Habitacion Sencilla o Doble $650.00

Habitacion $700.00

Hab. Cuidruple $750.00 (Impuestos y desayuno americano incluidos)

Hotel Plaza del Arco Express

Av. Madero # 309 Pte. Col. Centro , Monterrey, N.L. Tel. 01 (81) 8125
2646

Habitacion Sencilla o Doble $600.00

Habitacion Triple $650.00

Habitacion Cuidruple $700.00 (Impuestos y desayuno americano
incluidos)

Best Western Madero

Av. Madero #123 Oriente Col. Centro

C.P. 06400

Tel. 01 (81) 8375 0750

Habitacién Sencilla: $550.00

Habitacién Doble: $600.00

Habitacién Triple: $650.00

Habitacién Cuadruple: $700.00 (Impuestos y desayuno buffet incluidos)

Best Western Plaza Monterrey

Av. Madero No. 250 Ote. Col. Centro C.P. 64000

Monterrey, N.L.

Habitacion Sencilla: $643.00

Habitaciéon Doble: $760.00 (Impuestos y desayuno continental
incluidos)

Safi centro

Pino Suarez No. 444 Sur. Monterrey, N.L. C.P. 64000
Tel. 01 (81) 8399 7000

Fax. 01 (81) 8399 7020

Lada sin costo. 01 800 8399 7000

Habitacion Sencilla: $760.50 (incluye impuestos)
Habitacion Sencilla: $842.40 (incluye impuestos)

Novotel Monterrey Valle

Av. Lazaro Cardenas No. 3000. Esq. Dr. Atl. Col del Valle. San Pedro
Garza Garcia N.L.

Tel. 01 (81) 8133 8133

Fax. 01 (81) 8133 8134

Habitacion Sencilla o Doble: $930.15 (incluye impuestos)

Holiday Inn Monterrey Centro
Padre Mier No. 194 Poniente Col. Centro
C.P. 64000 Monterrey, N.L.

Tel. 01 (81) 8228 6000
Lada sin costo 01 800 223 6870
Fax. 01 (81) 8228 6020

e-mail:  rmtycentro@hotelesmilenium.com
Habitacién Sencilla o Doble: $877.50 (impuestos incluidos)
Habitacion Triple: $1,053.00 (impuestos incluidos)

Holiday Inn Express Monterrey Galerias-San Jeronimo
Av. San Jeronimo No. 1082 Pte. Col. San Jerénimo
C.P. 64640 Monterrey, N.L.

Tel. 01 (81) 8389 6000
Lada sin costo. 01 800 711 9158
Fax. 01 (81) 8389 6020

e-mail santiago.fraga@hotelesmilenium.com

Habitacién Sencilla o0 Doble: $918.00

Habitacién Triple: $1,110.33 (impuestos, desayuno ejecutivo y llamadas
locales incluidas)

Hotel Fastos

Av. Colén No. 956 Pte. Esq. Con Villagran. C.P. 64000

Monterrey, N.L.

Tel. 01 (81) 1233 3500 y 3529

Lada sin costo 01 800 839 2400

Habitacion Sencilla o Doble: $ 503.10

Habitacion Triple: $ 600.00

Hab. Cuadruple $ 690.30 (impuestos, desayuno continental y llamadas
locales incluidas)
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SMM-Fundacion Kovalévskaia

CONVOCATORIA 2007

Objetivo: Promover la participacion de las mujeres en la
investigacion matematica en México.

l. Dirigido a:

a) Mujeres mexicanas que realizan estudios de doctorado
en cualquier campo de la matematica.

b) Mujeres que realizan investigacion en matematicas,
que estan adscritas a una instituciéon de educacioén
superior 0 a una institucion publica de investigacion en
México, y que obtuvieron el grado de doctor dentro de
los cinco anos previos a la fecha de emision de esta
convocatoria

Il. Caracteristicas: Otorgar un apoyo econémico
complementario para:

Q La conclusion del proyecto doctoral y la obtencion del
grado.

Q Llevar a cabo un proyecto de investigacion.

Los apoyos seran individuales y no de grupo.

Fecha limite: 31 de agosto del 2007.
Requisitos e informes:
http://www.smm.org.mx
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La décima primera edicion del Congreso Internacional
de Educacion Matematica se realizara por primera vez
en Ameérica Latina

Fechas: del 6 al 13 de Julio del 2008

La bella ciudad de Monterrey ha sigo elegida como la
sede para tan importante reunion
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