Vortices en fluidos y
variable compleja

1. Introduccion

ay numerosos ejemplos de vértices en fluidos. Por ejemplo
en los huracanes del Caribe o los ciclones del Pacifico, asi
como en los tornados que aparecen repentinamente en las
grandes planicies sujetas a fuertes vientos en el sur de Es-
tados Unidos y en la Patagonia Argentina. Otros ejemplos son los
rapidos o remolinos de un rio, o simplemente el remolino que se for-
ma cuando destapamos un lavabo lleno de agua para que se dasaloje.

El museo Universum de la UNAM tiene una muy buena ilus-
tracion de un vortice. Se trata de un tubo vertical de vidrio, cerrado y
lleno de agua casi hasta el tope, con una manivela para hacerlo girar
sobre su eje mds y mds rdpido. Cuando la velocidad es suficiente-
mente grande, aparece el vortice en la forma de un remolino alrede-
dor del eje del cilindro, como lo verfamos si nos sumergiéramos den-
tro de un rio turbulento.

La dindmica de N vdrtices puntuales de un fluido incompresible
no viscoso en el plano, o en cualquier otra superficie, por ejemplo
la esfera, se describe por medio de las ecuaciones diferenciales de
Hamilton para una funcién Hamiltoniana adecuada. Este problema
presenta muchas analogias, pero también muchas diferencias, con el
problema de N cuerpos en mecdnica celeste. Una de las principales
diferencias proviene de que se trata de un campo vectorial de veloci-
dades de las particulas del fluido y no de aceleraciones (o fuerzas)
como en el caso de mecdnica celeste. Esto se traduce matemadtica-
mente en que las ecuaciones de movimiento son de primer orden en
las posiciones y no de segundo orden.

Ambos son sistemas Hamiltonianos pero en el caso de vértices
las posiciones son las primeras coordenadas de cada vértice, mien-
tras que sus variables conjugadas o “momentos lineales"son esen-
cialmente las segundas coordenadas de los vortices.

Las ecuaciones de movimiento de la interaccion de vértices pun-
tuales fueron introducidas por Helmholtz en un articulo muy im-
portante publicado en 1858 [6]. En este trabajo, Helmholtz fue el
primero en hacer explicitas propiedades clave de aquellas porciones
de un fluido en las cuales ocurre la vorticidad. Aunque su investi-
gacion estaba motivada en parte por su interés en el efecto de la
friccién dentro de un fluido, la teoria desarrollada se restringe a la
dindmica de un fluido perfecto incompresible con vorticidad. Hacia
el final de su articulo, introduce el concepto de filamentos verticales
paralelos infinitamente delgados de vértices, cada uno de los cuales
contiene una cantidad invariante de circulacion, como describiremos
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mds adelante. En forma equivalente, podemos considerar la traza de
esta familia de filamentos, intersectdndolos con un plano perpendi-
cular a todos ellos. Estos puntos de interseccion se conocen como
vértices puntuales, y podemos pensar que juegan un papel andlogo
al de las masas puntuales en mecdnica celeste. Se puede ver [11] para
una introduccién general a todas estas técnicas. Particularmente im-
portante porque muestra muchas conexiones sorprendentes y fasci-
nantes de esta teorfa a otras dreas cldsicas de las Matemadticas, es el
articulo de Aref [1].

El modelo de vértices puntuales se ha aplicado también a la des-
cripcién de vértices en helio liquido [5], el cual se comporta como
superfluido. También ha sido aplicado a superconductores.

Se puede estudiar también el movimiento de vértices puntuales
sobre una superficie, pero el problema de vdrtices en la esfera tiene
particular importancia por corresponder a un modelo ideal de vor-
tices sobre la tierra. Véase por ejemplo [12] y las referencias alli
consignadas.

Los campos de velocidades de fluidos incompresibles no viscosos
en el plano se describen como el campo vectorial gradiente o Ha-
miltoniano de la parte real o imaginaria de una funcién holomorfa
en una regién del plano complejo, o mds generalmente una funcién
cuya derivada es holomorfa, como el logaritmo natural. Comenzare-
mos con los campos de un vértice y de una fuente puntual en térmi-
nos del logaritmo, describiendo cémo se extiende a casos mds gen-
erales. Esta es una alternativa al uso de las ecuaciones de Euler que
describen la dindmica de fluidos incompresibles, que conducen a una
ecuacion de Laplace o de Poisson. Extendiendo a la interaccién de N
vértices para un fluido en el plano, aparece asi un Hamiltoniano de
tipo logaritmico. Exhibiremos cémo el momento lineal y el momen-
to de inercia son integrales primeras mientras que el virial (momento
angular) resulta un invariante del movimiento y cémo tanto las inte-
grales como el invariante provienen de las simetrias del sistema.

Después estudiaremos ejemplos simples de soluciones de equili-
brio relativo y finalmente la posibilidad de colisiones de algunos o
de todos los vértices. En particular analizaremos los casos de 2, 3 y
4 vértices, principalmente los casos integrables (los de 2 y 3 vortices
y algunos casos especiales de 4).
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2. Campo de velocidades de un vortice
y una fuente puntuales

Es bien conocido que si f(z) = u(z, y)+iv(z, y) es una funcion
holomorfa para z = z + ¢y definida en un dominio D del plano
complejo, las funciones parte real u y parte imaginaria v satisfacen
en D las ecuaciones de Cauchy—Riemann:

ou_ov ou_ o 0
or oy’ oy Oz
Esto implica que ambas funciones son armdnicas, es decir, que am-
bas satisfacen la ecuacion de Laplace:

Vi = 0, V3 =0.

Debido a (1), w y v se llaman conjugadas armonicas. Una conse-
cuencia importante es que la familia de curvas u = constante es
siempre ortogonal a la familia v = constante en los puntos de in-
terseccion. Usualmente no se consideran los campos vectoriales gra-
diente y Hamiltoniano en D, definidos por las funciones v y v. Los
correspondientes a u se definen como

ou 0O
grad(u) = (8—"‘ 8—;‘)

Ham(u) = (%, f@)
oy’ Oz
y andlogamente para v. El gradiente de u es un campo vectorial siem-
pre ortogonal a las curvas u = constante, mientras que Ham(u) es
siempre tangente a las mismas. Ambos tienen la misma norma en
cada punto de D. Una consecuencia inmediata de las ecuaciones de
Cauchy-Riemann es que tenemos exactamente que

grad(u) = Ham(v), 2)
Ham(u) = grad(v). 3)

Estos campos vectoriales definen los correspondientes sistemas de
ecuaciones diferenciales, que en términos de u resultan

Lo
T YT oy’
para el campo vectorial grad(u) y
ou ou
= — ) = ——. 4
T=oy Y oz “

para el campo vectorial Ham(u). Si pensamos a y como una varia-
ble conjugada (o momento conjugado) para z, el sistema (4) corres-
ponde a las ecuaciones de Hamilton para la funcién Hamiltoniana
u(zx,y). Una propiedad importante del campo vectorial Hamiltonia-
no es que div(Ham(u)) = 0, lo cual implica que el flujo definido
por las soluciones del campo vectorial Ham(u) preserva el drea en
D, hecho que se conoce como Teorema de Liouville. Esta es la base
de las aplicaciones de la teoria de variable compleja, y en particu-
lar de las transformaciones conformes, al estudio del movimiento de
fluidos perfectos en el plano, véase Marsden [10]. La idea es que no
s6lo las curvas u = constante y v = constante son mutuamente
ortogonales, sino que también los campos vectoriales (2) y (3) son
ortogonales en cada punto.

Si consideramos la representacion Hamiltoniana, podemos decir

que si v = Ham(u) = (g—;, 7%) representa el campo de veloci-

dades de un fluido perfecto, las drbitas recorridas por las particulas
del fluido son las curvas u = constante, mientras que las soluciones
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o movimientos especificos que recorren como funcién del tiempo
son exactamente las soluciones del sistema (4).

Para considerar el campo de velocidades de un vértice, veamos
un caso singular interesante de la descripcién anterior. Para esto,
consideramos la funcién f(z) = —I'In z multivaluada en C \ {0}
donde I' € R es diferente de cero. Si z = re'’, entonces f(z) =
—I'Inr — I'if, asi que la multivaluacién aparece s6lo en la parte
imaginaria porque 6 estd definido médulo 27. Si tomamos u =
—Ilnr = —(I'/2)In(z? + y°), entonces Ham(u) = 25 (—y,z)
es un campo de velocidades definido en R? \ {(0,0)} que en cada
punto es tangencial a la circunferencia correspondiente con centro
el origen, y |[Ham(u)|| = L. De hecho, las particulas correspon-
dientes de fluido estdn recorriendo las circunferencias con velocidad
angular T%, lo cual significa que la orientacién estd determinada por
el signo de I'. Aunque tenemos una singularidad en el origen, este
campo de velocidades preserva el drea en cualquier regiéon que no
contenga al origen, como vimos antes. Ademads, es facil verificar el
valor constante de la integral de linea de la 1-forma diferencial dual
del campo vectorial Ham(u), es decir

r

razén por la cual al invariante I' se le llama circulacion, intensidad
del vortice, o simplemente vorticidad.

Otra manera de obtener las ecuaciones del campo de velocidades
de un vértice es pasando a coordenadas polares y encontrando la
solucién a la ecuacién de Laplace cuando la funcién arménica no
depende explicitamente de la coordenada 6, sino simplemente de 7.
Se obtiene de nuevo —I'Inr como solucién, pero notamos que és-
ta no estd definida para » = 0, que por otro lado es también una
singularidad de las coordenadas polares. Se puede verificar entonces
que no estamos resolviendo realmente la ecuacién de Laplace en el
plano, sino la ecuacién de Poisson V2u = f, donde la f del se-
gundo miembro es una funcién generalizada: la delta de Dirac con
intensidad I" concentrada en el origen. Fuera del origen se ve como
la ecuacién de Laplace, pero en una regién que no es simplemente
conexa.

De acuerdo con la teoria general anterior sobre funciones con-
jugadas armoénicas, también podemos definir un campo conjugado
de velocidades. Pero como v = —I'6 es en este caso multivalua-
da, conviene considerar el campo vectorial grad(u) = — 2 (2, ),
aunque recordemos que en el caso general exento de singularidades
es equivalente a considerar el campo Hamiltoniano correspondiente
a v. Las soluciones correspondientes salen radialmente del origen;
asi este campo de velocidades corresponde a una fuente siI' < Oy a
un sumidero si I' > 0, donde I es la intensidad correspondiente. De
nuevo el flujo preserva drea, pues una region dada que no contenga
al origen se va contrayendo en la direccion radial y expandiendo en
la direccién angular al seguir el flujo, digamos de una fuente.

Finalmente, mediante la identificacién de R? con C, el campo de
velocidades Ham(u) del vértice se puede escribir en forma compleja
como

Ham(u) = Lzz = ig, Q)
|2[? z
donde z = = + iy € Cy Z denota el conjugado de z. De la misma
forma, el campo de velocidades grad(u) de la fuente o sumidero se
escribe en forma compleja como

r r
grad(u) = _WZ =——. (6)

z

Lo anterior es un caso particular de la siguiente construccion ge-
neral: Si —I'In z se reemplaza por una funcién holomorfa f(z) =
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u(z,y) + iv(z,y), o mas generalmente con derivada meromorfa
(i.e., holomorfa excepto por polos), entonces

_ou v _ou o
T 9z dxr  Odx Oy

f'(2)

es la representaciéon compleja del campo gradiente de u (véase
Kreyszig [9]), mientras que

—i f'(2)

es la representacién compleja del campo Hamiltoniano de w.

3. Ecuaciones diferenciales de un vor-
tice y de la interaccion de vortices

Usando (5), el sistema (4) de ecuaciones diferenciales para el vor-
tice puntual se escribe en forma compleja como

s =il ™
z

Como comparacion, si usamos (6), el sistema gradiente correspon-
diente a la fuente puntual toma la forma 2 = —I'/Zz. Por otro lado,
las ecuaciones del campo de aceleraciones para el problema de Ke-
pler o problema de fuerza central Newtoniano se escriben como
p=-thos ®)
|21
donde p+ > 0 es la constante de masas.

Es interesante hacer notar que si hacemos un reescalamiento com-
plejo t = —i7 del tiempo donde 7 € R, los factores respectivos ¢,
—1 de las ecuaciones (7) y (8) se absorben y obtenemos

dz T d*z o

ar —z 7 dr T F

respectivamente.
Si consideramos ahora la interaccién de N vértices puntuales en
el plano complejo donde el vértice k = 1,2, --- | N tiene vorticidad

o intensidad I';, y posicion z, € C obtenemos como sus ecuaciones
de movimiento el siguiente sistema de N ecuaciones complejas no
lineales de primer orden

N N
o=y Dy r :127& 9)
* Tow — 2 -z

£k £k

Esto significa que estamos ahora interesados en el movimiento de
los voértices mismos. Un vértice dado estd sujeto a un campo de ve-
locidades que es la suma de las velocidades que producirian todos
los vértices restantes en el punto de C donde se encuentra el vértice
en cuestién. Estas ecuaciones escritas en términos de las partes real
e imaginaria de cada posicién nos dan el siguiente sistema de 2N
ecuaciones reales de primer orden para k = 1,2,--- | N

N N
. - . Tk — T
by = _ZF,%7 o= T
1k kl Ik Kkl
donde dkl = ‘Zk — Zl|. (10)

Es importante sefialar aqui que por ser un sistema de primer orden,
toda solucién estd determinada de forma unica especificando sola-
mente la posicién inicial de los vértices.

OS MM

Como comparacion, las ecuaciones diferenciales para un sistema
de N cuerpos en C bajo sus atracciones gravitacionales mutuas se
pueden escribir como

k= Z|Zk—zz\3
1#£k

donde my > 0 es la masa del cuerpo situado en zj para k =
1,2,---,N.

Volvamos al sistema de N vortices puntuales. En sus famosas
conferencias sobre Fisica Matematica, Kirchhoff [8] demostré que
las ecuaciones (10) pueden escribirse en forma canénica Hamilto-
niana como

Fk$k=%7 Fkykz—g—ka7 (11)
donde
N
H=- Z e Indig (12)
k=1,>k

es el Hamiltoniano del sistema.

El sistema es casi como un sistema Hamiltoniano cldsico, excepto
por los factores I'x.. Pero si definimos las posiciones generalizadas
como g = x y los momentos generalizados como pr, = ['yyx,

k=1,2,--- N, obtenemos ya el sistema en la forma cldsica
oOH OH
e = —— ., P = — —— 13

donde se reemplaza d; = (qgx — ¢1)® + (px/Tx — p1/T1)? en los
términos de H. De la teoria de sistemas Hamiltonianos, la energfa
H es una cantidad conservada durante el movimiento de los vor-
tices. Para estudiar la evolucion de los IV vértices podemos usar in-
distintamente el sistema (11) el (13), pero de ahora en adelante nos
referiremos al (11).

El sistema tiene ademas otras 3 integrales primeras independien-
tes: las dos componentes Q = S r_ Trar, P = S0 Thur
del momento lineal, y el momento de inercia I = Zszl Dp(z? +
y#). Estas integrales primeras corresponden a la invariancia de
las ecuaciones diferenciales (9) bajo traslaciones o rotaciones de
coordenadas. Por otro lado, el virial o momento angular V' =
22;1 I'kzr X 2, resulta de la invariancia del sistema bajo
reescalamiento de las posiciones y del tiempo. Como el sistema es
de primer orden, esta funcién se puede escribir a lo largo de las solu-
ciones en términos de posiciones tnicamente, pero lo que resulta
sorprendente es que puede escribirse solo en términos de las vorti-
cidades, a saber V' = zg=1,z>k I'tI'1, por lo cual es un invarian-
te al ser constante en todo el espacio fase. Este resulta importante
para describir las soluciones de colisién para 3 vortices o para pa-
ralelogramos de 4 vértices o las de equilibrio para 3 vértices como
veremos en las proximas dos secciones.

Para estudiar la posible integrabilidad del sistema tenemos que
introducir el concepto de corchete de Poisson que a cada pareja de
funciones f, g derivables con valores reales definidas en el espacio
fase, le asocia la nueva funcién

N
N~ L (Of 09 Of 09
{f’g} - kgl Fk (81‘k 8yk 8yk axk) ’

Este corchete es bilineal, antisimétrico y satisface la llamada integral
de Jacobi. Se puede verificar directamente que

{Q,H}={P,H} =0, {I,H} =0.

Estas identidades son también consecuencia de que @Q, P, I sean in-
tegrales primeras del sistema Hamiltoniano (11). Se verifica también
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que {Q*+ P% I} = 0, mientras que {Q, I} = 2P, {P,I} = —2Q
son en general no nulos. Como el corchete de Poisson entre cualquier
par de las 3 integrales primeras independientes H, I, @ + P2 es nu-
lo, se dice que estdn siempre en involucién, sin importar las intensi-
dades de los vértices. El Teorema de Liouville—Arnold en Mecdnica
Clasica asegura entonces la integrabilidad del problema de N < 3
vértices y cualesquiera valores de las vorticidades. De hecho, el pro-
blema de un solo voértice que describimos en la seccidén anterior es
trivial, pues tiene un sélo grado de libertad y es claro que el vor-
tice permanece estacionario. En el caso de 2 vértices el Hamilto-
niano (12) tiene un solo término: H = — F12F2 Indi2, lo cual sig-
nifica que la distancia di2 entre los vértices es constante a lo largo
de cualquier solucién. Las posibles soluciones estaban ya esencial-
mente descritas en el articulo de Helmholtz [6]: son movimientos
circulares uniformes alrededor de un centro comun de rotacién si
T’y + T's # 0 o traslaciones paralelas con velocidad constante si
I't + T'2 = 0. Grobli [2] fue el primero en describir con detalle
coémo determinar las trayectorias en problemas de 3 vértices.

Notemos que el campo de velocidades de una fuente (6) puede
obtenerse a partir del campo (5) del vértice, simplemente reem-
plazando el nimero complejo ¢ por —1. Esta observacién es muy
relevante porque puede generalizarse para obtener un nuevo mode-
lo: las ecuaciones diferenciales del campo de velocidades para la
interaccion de fuentes puntuales

. af 2K — 21 SNy
Rk = —Zlﬂli2 = _Zi~
|-l 1R kT A

se obtienen simplemente al reemplazar ¢ por —1 en (9), o equiva-
lentemente, al reemplazar el campo vectorial Hamiltoniano corres-
pondiente a (12) por el campo vectorial gradiente para la misma fun-
cién. Lo interesante es que, dualmente es posible expresar también
este campo gradiente, ya no como un campo vectorial Hamiltonia-
no, sino como lo que se llama un campo localmente Hamiltoniano
en un contexto mds amplio. La razén de que esta representacién no
sea exactamente Hamiltoniana, es otra vez que la funcién logaritmo
natural es multivaluada.

4. Soluciones de equilibrio relativo

Las soluciones mds simples de describir para problemas de vor-
tices puntuales son las que corresponden a configuraciones de vor-
tices que puedan moverse sin cambiar de forma, es decir las solu-
ciones de equilibrio relativo en el sentido de Poincaré, que fueron
analizadas por vez primera en Thomson (Lord Kelvin) [13], y poco
después él mismo estudié también algunos aspectos de la estabili-
dad de estos movimientos en [14]. En este caso el movimiento del
sistema de vortices consiste sencillamente de una rotacién uniforme
respecto del centro de vorticidad, de una traslacién uniforme, o en
casos especiales de N = 3 vértices de un equilibrio estacionario.

Los equilibrios relativos mas simples son aquellos donde la con-
figuracién de N vértices forma un poligono regular de N lados. Es
bien conocido que si todas las vorticidades son iguales y colocamos
los vértices en tal configuracidn, la solucién correspondiente es de
equilibrio relativo en rotacién uniforme, cuya frecuencia angular w
es inversamente proporcional a la longitud de los lados del poligono.
Esto es cierto, incluso si agregamos un vértice adicional en el origen.
La reciproca de este resultado, es decir, si la configuracién es un poli-
gono regular en rotacién con respecto a un punto fijo entonces todas
las vorticidades son iguales, es valida s6lo si IV > 4, como pudimos
probar recientemente en un trabajo en colaboracién con M. Celli y
E. Pérez—Chavela [4]. Este resultado es el andlogo de uno de Perko y
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Walter en mecdnica celeste. También calculamos los posibles equi-
librios relativos para 2 poligonos regulares y con la misma vorticidad
para los vértices de cada uno de ellos. En general se pueden encon-
trar muchos equilibrios relativos con o sin simetrias, ain en el ca-
so de que consideremos todos los vértices con la misma vorticidad,
véase [1].

En el caso N = 2 todas las soluciones son de equilibrio relativo
como para el problema de N = 2 cuerpos. Si N = 3 las soluciones
de equilibrio relativo en tridngulos equildteros pueden ocurrir para
valores arbitrarios de las vorticidades I'1, I'2, I'3. Sin embargo, para
I'y + T'2 4+ I's # 0 el tridngulo rota con respecto al centro de vorti-
cidad del sistema y si ademas se cumple I'1I's +'2I's + '3y = 0,
lo cual significa que el momento angular es nulo, entonces se tiene
un tridngulo estacionario. Por otro lado, si I'y + I's +I's = 0, el
tridngulo se traslada uniformemente.

5. Problemas de 3y 4 vortices

En esta seccién vamos a discutir algunas propiedades para pro-
blemas de 3 y 4 vértices y otras que son vélidas en general para N
vortices.

El primer problema interesante es la posibilidad de colisién de
vértices. A diferencia del problema gravitacional de N cuerpos, las
colisiones aqui ocurren sélo bajo ciertas condiciones. Observando la
definicién del Hamiltoniano (12), que es una constante de movimien-
to, vemos que si todas las vorticidades tienen el mismo signo no
pueden ocurrir colisiones ni escapes al infinito, pues todos los coe-
ficientes I'yI'; de los logaritmos son positivos. Asi que las coli-
siones s6lo ocurren cuando hay vorticidades positivas y negativas.
Si consideramos colisién total (de todos los vértices), otra condi-
cién necesaria para que esto ocurra es que la constante momento
de inercia I sea nula, pues O debe ser el valor limite de I cuando
nos acercamos a colisién. Se prueba que toda solucién del problema
de 3 vortices donde ocurre colision total tiene virial nulo, es decir,
I'iI's + I'2I's + I'sI'y = 0y debe ser auto-semejante, es decir, su
movimiento es como un equilibrio relativo, donde en todo instante
tenemos tridngulos semejantes entre si pero que se van contrayendo
y rotando al mismo tiempo. Por otro lado, las colisiones binarias (que
involucran 2 vértices) no existen para problemas de 2 y 3 vdrtices.
Véase [7] y las referencias de alli a trabajos previos.

Los problemas de 4 vértices son no integrables en general. Sin
embargo, si el momento lineal y la vorticidad total I'1 +T'a +1's+1'4
son nulos, el problema es integrable. Lo mismo es cierto para 4
vértices en configuracién de paralelogramos introducidos original-
mente por Goryachev (véase [3]), donde para que se conserve este
tipo de configuracién las vorticidades de vértices opuestos deben
ser iguales, digamos I'y = I's, I's = I'y y 2 vértices contiguos
tienen vorticidades de signos contrarios: I'1I's > 0; ademds, to-
da colisién es auto-semejante y ocurre exactamente cuando el virial
V = 41T + I'? + T'Z se anula, como para 3 vortices. Sin embar-
go, en general los problemas de 4 vértices presentan movimientos
cadticos, véase también [3]. Por otro lado, el problema de caracteri-
zar las colisiones para problemas de N > 4 vdrtices estd todavia
abierto. Una conjetura para colisiones totales es que éstas son siem-
pre auto-semejantes, lo cual serfa como la extension de un Teorema
de Sundman en mecdnica celeste.
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Sumario compendioso
de las cuentas de plata y oro que en los reinos del Perti son necesarias a los mercaderes y
a todo género de tratantes. Con algunas reglas tocantes a la Aritmética.
Autor: Juan Diez Freyle
UNAM 2008
ISBN 970-32-4070-4

Con la publicacién de este libro en edicion facsimilar, la UNAM inicia un ambicioso proyecto de rescatar “obras y documentos cientificos
publicados en México desde el periodo virreinal'”. Estos materiales aparecerdn en la Bibliotheca Mexicana Historiae Scientiarum. En este
esfuerzo, impulsado y coordinado por la Dra. Maria de la Paz Ramos Lara, participan mds de 10 dependencias universitarias, tanto de la
Coordinacién de Humanidades como de la Coordinacién de la Investigacion Cientifica.

La eleccion del texto que nos ocupa obedece mds que a su temprana fecha de impresion (1556), a que al final de las tablas de cuentas
que forman el cuerpo mds amplio del impreso, Diez Freyle introduce la explicacién aritmética, regla de tres, para calcular los intereses de
“cualquier barra o tejo de plata u oro®” y otras férmulas para el cilculo de conversiones de las monedas al uso en la época, pero lo que le da
su cardcter de “libro cientifico” es la parte dedicada a las nimeros cuadrados y cubos y las “Notables cuestiones del arte mayor tocantes al

algebra®”.

La importancia de lo anterior estd remarcada en el “Estudio histérico” elaborado por el astronomo Marco Arturo Moreno Corral y el texto
“Sumario Compendioso. Un estudio del contenido matemadtico” del, precisamente, matemadtico, J. César Guevara Bravo.

En el primero de ellos, queda claro que la presentacién de “sistemas de ecuaciones lineales de segundo y tercer grado*” era, para esa
época, algo muy novedoso. Esto obedece a que en la transicion entre la Edad Media y el Renacimiento los mercaderes eran los expertos en
sumar, restar, multiplicar y dividir y, por tanto, su conocimiento era mds bien restringido a este gremio, lejos de los dmbitos académicos de
ese periodo. Ademds son los tiempos en que, al igual que en otras dreas del conocimiento, se da inicio hacia las ciencias modernas que hoy
conocemos. En el caso de las matemadticas se introduce la notacién hindd-ardbiga, pues la numeracién romana, dificultaba el aprendizaje de
las operaciones bdsicas ya mencionadas y dificultaba el desarrollo de las matemdticas como tales.

Asi, correspondiendo a las necesidades comerciales, se desarrollan los libros de aritmética. Uno de las mds famosos es el Liber Abaci
(1202) de Leonardo de Pisa, mejor conocido por los matematicos como Fibonacci; texto que sirvid de base a los libros de aritmética mercantil,
que en el siglo XV se publicaron a solicitud de “comerciantes, banqueros, administradores publicos y otros gremios necesitados de realizar
célculos®”. Moreno Corral nos informa que la primer obra de este tipo aparecida en Espafia, se debe a Francesc Sanct Climent, quien publicé
en cataldn la Suma de la art de arismética, en 1482. Asi la obra de Freyle se enmarca en los textos que siguieron al de Sanct Climent y al ser
el primero impreso en la Nueva Espafia la importancia de su rescate resulta més que justificada.

Uno de los apartados del texto de Moreno Corral se dedica a dilucidar ;quién era Juan Diez Freyle?. Lo cierto es que pricticamente nada
se sabe del autor y de acuerdo con el comentario de Moreno Corral lejos se estd de saber quién era. Sin embargo, el escrito de Diez Freyle
da pistas: “por no ser largo callo haber visto la gran necesidad que hay en muchos de los que tratan en los reinos del Perd de la cuenta y el
poco cuidado en los que la saben remediarla®”. Por lo anterior, es posible deducir que pasé viviendo un buen tiempo en el Pert y cuando la
conquista ya habia concluido (1536) y se habia iniciado la explotacién minera, pues la motivacién que tuvo Diez Freyle para escribir el libro
fue el comercio de metales preciosos. Debid, posteriormente, trasladarse a la Nueva Espaiia, inico lugar del nuevo mundo que contaba con
imprenta entonces-la legendaria Juan Pablos-, pues al Pert ésta no hizo su arribo sino hasta 1584. Creemos que es mas bien en el Pert y en
Espafia donde hay que buscar el rastro de Diez Freyle; pues como éste mismo sefiala en lo relativo a la Nueva Espafia: “...quisiera haber mirado
antes de ahora en ello que no lo dejara de poner harto mds copioso, pero como mi intento no habia sido tal a causa de no haber tratado la tierra
nunca lo procuré...””

'Sumario compendioso de las cuentas de plata y oro que en los reinos del Pert son necesarias a los mercaderes y a todo género de tratantes. Con algunas
reglas tocantes a la Aritmética, México, DF, UNAM, 2008, p. 9 (presentacién de la Biblioteca).

2Ibid., p. 98.

3Subtitulo dado por Diez Freyle a la parte que hoy se considera es la que le da su valor cientifico, véase el folio CI de la edicién facsimilar.

4Moreno Corral, Marco Arturo, “Estudio histérico”, en Sumario compendioso....., p. 15.

SIbid., p. 17.

6“Version al espaiiol moderno”, en Sumario compendioso..., p. 95.

7Ibid., p 98.
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El estudio de J. César Guevara Bravo es el que debe resultar mds interesante para los matematicos y los estudiosos de la historia de la
ciencia, pues profundiza en las posibles fuentes y referencias que utilizé Diez Freyle para escribir lo relevante de su libro: la parte de aritmética
y algebra. El rastreo que hace sobre los textos que pudo haber estudiado Diez Freyle lo lleva a ubicar la Summa Arithmetica de Luca Pacioli
de Borgo como el texto que subyace al Sumario. No estd de mds sefialar que Luca Pacioli recupera lo avances hechos por Fibonacci.

La influencia de esta obra es tal que Guevara Bravo sefiala: “Incluso, algunos ejemplos que se usaron en el Sumario son idénticos a los
de la Summa®”. M4s adelante insiste: “Asi el problema del Sumario puede considerarse como una traduccién®”. Lo anterior deja abierta la
puerta para que los especialistas determinen hasta que punto la parte relevante del texto de Diez Freyle es labor original o una traduccién de
otros textos al espafiol. Traduccién que no deja de tener su importancia, pues al pasarlo del latin al castizo daba la posibilidad a los pocos
alfabetizados de la época a entrar al mundo del dlgebra y sus problemas.

La labor de Guevara Bravo de poner en lenguaje moderno los problemas algebraicos desarrollados y/o traducidos por Diez Freyle segura-
mente serd la mas llamativa para los interesados en el desarrollo de las matemadticas en México.

Sélo quisiera afiadir, a esta breve resefia, un comentario final: Creo que se debi6 haber trasladado al lenguaje moderno la primera parte del
texto de Diez Freyle, la relativa a la aritmética, pues se trata tan sélo de 18 paginas y eso le hubiera afiadido un atractivo para su difusién a
nivel mas amplio. Lo anterior, no demérita en absoluto el esfuerzo realizado por la UNAM para rescatar este texto histdrico.

Por: Lic. en Soc. Carlos Arturo Flores Villela

Técnico Académico Titular “A”,

Centro de Investigaciones Interdisciplinarias en Ciencias y Humanidades.
villela@servidor.unam.mx

8Guevara Bravo, J. C., “Sumario Compendioso. Un estudio del contenido matemadtico”, en Sumario compendioso..., p. 41.
°Ibid., p. 63.
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La Sociedad Matematica Mexicana
Se une a la pena que embarga a la comunidad cientifica por la
irreparable pérdida de la

Mtra. Julieta del Carmen Verdugo Diaz

Acaecida el 23 de Junio de 2008.
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Invita a la comunidad académica y profesional
a formar parte de su nuevo Capitulo
“Matematicas Financieras, Economia
Matematica y Administracion de
Riesgos” (MAFEMAR)

La membresia al Capitulo proporciona acceso a:

*Cursos cortos =Talleres
=Conferencias =Bolsa de Trabajo
"Difusion de Posgrados *Difusion de Libros

Solicita tu membresia, sin costo, al Capitulo MAFEMAR al correo electronico:
mafemar.smm@email.com

Asimismo, el capitulo MAFEMAR invita a la
comunidad a participar en el Congreso Anual de la
Sociedad Matematica Mexicana, del 20 al 24 de octubre
de 2008, en el Tecnologico de Estudios Superiores de Valle
de Bravo, en las siguientes modalidades:

=Conferencias Plenarias (60 min.)
=Conferencias de Divulgacion (40 min.)
=Reportes de Investigacion (20 min.)
*Reportes de Tesis Doctoral (20 min.)
Registro de trabajos en:
http://www.smm.org.mx/valle2008

hasta el 8 de agosto de 2008.

Informes, sugerencias y comentarios al coordinador

nacional del Capitulo MAFEMAR vy coordinador del area
de la seccion MAFEMAR del Congreso:

Dr. Francisco Venegas Martinez mafemar.smm@gmail.com
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Ira Reuniﬂntnnjunta Franco Mexicana de Probabilidad

El Simposio de Probabilidad y Procesos Estocasticos tiene lugar cada dos afos, se compone de dos cursos, asi como de
conferencias de investigacion. Este est4 orientado tanto a los estudiantes de maestria y doctorado como a los investigadores
confirmados en probabilidad. La 1ra Reunion Franco Mexicana de Probabilidad brindara la ocasion a investigadores de ambas

comunidades de exponer sus trabajos recientes.

Invitamos cordialmente alos participantes a presentar sus trabajos de investigacion en la sesion de posters. Fecha limite

pararecepcion de trabajos: 30 de agosto de 2008.

Cursos
Zhan Shi: Random walks and trees

Monique Jeanblanc: Credit Risk

Conferencistas invitados

Expositores Franceses Expositores Mexicanos

Netzahualcoyoll Castaneda Leyva

Viad Bally (Université de Marne-la-Vallée) (Universidad Auténoma de Aguascallentes)

Laurent Denis (Université d'Evry) Maria Emilia Caballero (Instituto de Matematicas, UNAM)

Thomas Duguesne (Université Paris Vi) Begonia Fernandez (Facultad de Clencias, UNAM)

Nathalie Eisenbaum (Université Paris VI) Luis Gorostiza (CINVESTAV)

Nicole -El-Karoui (Ecole Polytechnique) Onésimo Hernandez - Lerma (CINVESTAV)
Piotr Graczyk (Université d'Angers) Juan Carlos Pardo Millan (Universidad de Bath, Inglaterra)

Yueyun Hu (Université Paris XIll) José Alfredo Lopez-Mimbela (CIMAT)

Agnés Sulem (Inria-Rocquencourt) Victor Pérez-Abreu (CIMAT)
Nizar Touzi (Ecole Polytechnique) Leonel Pérez Hemnandez (Universidad de Guanajuato)
Lioudmila Vostrikova (Universite d'Angers) Erick Trevinio Aguilar (CIMAT)

Gerdnimo Uribe Bravo (Instituto de Matematicas, UNAM)

Para mayor informacion y registro
http:/lwww.cimat.mx/Eventos/XSPPE/

Hernamdez

Comité Organizador

Daniel Hernandez (CIMAT)
Maria Emilia Caballero (IMATE, UNAM)
Loic Chaumont (LAREMA, Universite d'Angers)

Victor Rivero (CIMAT) primer aviso

SSALABEST D‘

Disafio: Liliana
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AvVIsos

Sonya Kavabevskays

SMM-Fundacidén Kovalévskaia
CONVOCATORIA 2008

Objetivo: Promover la participacion de las mujeres en la
investigacién matematica en México.

l. Dirigido a:

a) Mujeres mexicanas que realizan estudios de doctorado en
cualquier campo de la matematica.

b) Mujeres que realizan investigacion en matematicas, que estan
adscritas a una institucién de educacion superior 0 a una
institucién publica de investigacidn en México, ¥ que
obtuviercn el grado de doctor dentro de los cinco afios previos
a la fecha de emisién de esta convocatoria

Il. Caracteristicas: Otorgar un apoyo econémico complementario
para:

a) La conclusion del proyecto doctoral v la obtencidn del grado.

b) Llevar a cabo un proyecto de investigacion.

Los apoyos seran individuales y no de grupo.

Fecha limite: 31 de agosto del 2008.
Requisitos e informes: hitp./www.smm.ord. mx
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