
1. Introducción
s común que en diferentes áreas de estudio se con-
sideren problemas representados por muchas carac-
terísticas de interés, y éstas estén en función de un
conjunto de factores de control. Para obtener el valor

de respuesta de esas características se recurre a una estrategia
experimental. El tipo de diseño que se utiliza involucra la se-
lección de un conjunto de factores de interés tal que la combi-
nación de sus valores corresponda de la mejor manera a todas
las características de un producto. A este proceso se le conoce
como un diseño de optimización multi-respuesta, ya que las
características de interés se definen para varias respuestas.

En particular en procesos de carácter industrial es impor-
tante tener modelos matemáticos para explicar una o varias
características, llamadas respuestas, de calidad de un produc-
to. La finalidad del modelo es estudiar la relación entre k fac-
tores X = (X1, ..., Xk) (variables de control) y r respues-
tas y = (y1, ..., yr), para cada una de las cuales se propone
un modelo. En este trabajo se consideran modelos lineales o
cuadráticos. El modelo cuadrático general para dos factores y
dos respuestas es

ŷ1 = β̂0 +β̂1X1 +β̂1X2 +β̂12X1X2 +β̂11X
2
1 +β̂22X

2
2 , (1)

ŷ2 = α̂0+α̂1X1+α̂1X2+α̂12X1X2+α̂11X
2
1 +α̂22X

2
2 . (2)

La información que se genera para construir estos modelos se
obtiene mediante diseño de experimentos [4]. Una vez obteni-
dos, los modelos son evaluados mediante técnicas estadísticas
de mínimos cuadrados o máxima verosimilitud. Si los valores
β̂12, β̂11, β̂22, α̂12, α̂11 y α̂22 son estadísticamente significa-
tivos iguales con cero entonces los modelos son lineales. Uti-
lizando los modelos (1) y (2) se pueden plantear diferentes
modelos de optimización, por ejemplo:

Optimizar y1

Sujeto a y2 ≤ l, donde l es un valor de interés en estudio
X esté en la región experimental.

(3)

Este planteamiento es una aplicación interesante de las
matemáticas a problemas de programación lineal y optimiza-
ción [21], ya que los modelos proceden de proyectos de in-
terés en ingeniería o de situaciones reales en procesos in-
dustriales. La programación matemática se usa para la toma
de decisiones en varios niveles gerencia, producción, entre
otros en estos casos se emplean las funciones objetivo y res-
tricciones. En problemas reales hay términos en los que las
funciones expresan cuestiones tales como ganancias y pér-
didas, y las restricciones formulan temas relacionados con
la inversión. En la actualidad existen diferentes líneas de in-
vestigación en optimización dinámica, teoría difusa, algorit-
mos géneticos, entre otros, para estudiar el modelo de op-
timización (3). En resumen, el objetivo es definir un con-
junto de factores X que proporcionen la mejor mediación
simultánea de las r respuestas. A continuación se hará una
breve presentación del problema de optimización para varias
respuestas.

Una aproximación común para resolver problemas de di-
seño multi-respuesta es la siguiente; inicialmente las variables
de respuesta individuales son modeladas para crear una super-
ficie de respuesta de un diseño experimental. A cada variable
de respuesta se le aplica una transformación de tal manera que
todas las respuestas se puedan combinar en una sola función
llamada función objetivo. A partir de ahí se varían los nive-
les de los factores de forma tal que se puedan cumplir de la
mejor manera los óptimos individuales hasta alcanzar un óp-
timo global xo = (x10, ..., xk0). Aquí la palabra óptimo se
usa como referencia para considerar los valores más acepta-
bles o más deseables de las respuestas con respecto a cier-
tas condiciones. El proceso de optimización multi-respuesta
tiene aplicación en muchas áreas del conocimiento y con ma-
yor frecuencia en problemas de diseño en ingeniería [1]. La
optimización multi-respuesta requiere encontrar característi-
cas de las variables de control que generen un óptimo, o un
valor cerca del óptimo, tal que produzcan los mejores valo-
res para cada una de las respuestas que se están considerando.
Las técnicas de optimización multi-respuesta se pueden estu-
diar mediante métodos gráficos y analíticos.
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La utilidad de la graficación multi-respuesta se discute en
[6], ahí se presentan y comparan las ventajas y desventajas de
la técnica gráfica con algunos métodos analíticos. Una de las
ventajas del método gráfico es que permite generar varios es-
cenarios de posibles soluciones óptimas [7], una línea abierta
en esta dirección es incorporar la graficación dinámica.

Otros caminos que han ido ocupando la atención de los in-
vestigadores en la optimización multi-respuesta tiene que ver
con las técnicas multi-objetivo, las de lógica difusa y algorit-
mos genéticos, las que se señalan a continuación.

En problemas de optimización multi-objetivo, es raro en-
contrar que las soluciones óptimas den lugar a que todas las
respuestas cumplan con su valor óptimo. Al estudio de res-
puestas con ciertas metas establecidas se puede aplicar la fun-
ción de deseabilidad o la de lógica difusa [13]. Esta teoría
proporciona un camino natural para tratar problemas en los
cuales la fuente de imprecisión es la ausencia de criterios bien
definidos.

Cuando el número de variables crece aún de manera mo-
derada en sus factores de control y de respuestas, los algo-
ritmos de optimización convencional pueden fallar para en-
contrar un óptimo global. Una aproximación alternativa es un
procedimiento de búsqueda heurística tal como el de los algo-
ritmos genéticos mediante la lógica difusa [22].

Este trabajo tiene por objetivo desarrollar el modelo de
optimización multi-objetivo utilizando métodos de programa-
ción lineal para obtener un óptimo global. También se presen-
tan varios planteamientos de optimización que reducen el pro-
blema de multi-respuesta a una función simple. Se consideran
cinco funciones simples para encontrar un óptimo global, y se
utilizan técnicas gráficas como complemento de optimización
para resaltar soluciones alternativas. Se hace una evaluación
comparativa de los resultados que se alcanzan a través de las
cinco funciones. Dentro de estas cinco funciones que se es-
tudian, una se plantea en el contexto de lógica difusa. La es-
trategia de esta presentación consiste en hacer el planteamien-
to teórico del tema a tratar e ilustrar mediante ejemplos.

2. Optimización multi-objetivo

2.1. Descripción del problema

El diseño de experimentos se ha aplicado de manera impor-
tante para mejorar la calidad de procesos y productos y adi-
cionalmente para hacer que estos productos sean robustos ante
condiciones extremas.

La información se genera mediante un esquema experi-
mental, y se presenta mediante una matriz D(n×k), donde n
es el número de combinaciones (tratamientos), de valores de
los k factores (X1, ..., Xk). Las X´s son variables de entrada
al proceso, y pueden ser numéricas (continuas o discretas), o
no numéricas (ordinales o nominales). Por ejemplo, para un
proceso específico, si un factor es la temperatura, entonces la
variable correspondiente X puede tomar valores entre 30 0C
y 120 0C. Por lo general en una estrategia experimental sólo
se toman dos o tres valores entre ese rango.

Existen varios esquemas experimentales que se pueden
utilizar, tales como, diseños factoriales, diseños factoriales
fraccionados, diseño Box - Behnken, diseño central compues-
to y diseños óptimos, entre otros [2]. Suponga que se tienen r
respuestas para cada una de las n combinaciones. Con la in-
formación generada por el experimento se pueden modelar de
manera individual cada una de las r respuestas. Por lo general
estos modelos son lineales y de forma cuadrática y están en
función de los k factores. Así para r respuestas se tienen r
modelos. El j−ésimo modelo, un polinomio de grado s, para
la respuesta Yj se escribe como:

Yj = Zt(x)δj + εj , j = 1, ..., r, (4)

donde Z(x) es una matriz de orden (n× q), que representa a
los n tratamientos, q elementos que consisten en un término
constante, en potencias y productos de potencias (mayor igual
a 1). Para el caso s = 2,

Z(x) = (1, X1, ..., Xk, X
2
1 , ..., X

2
k ,

X1X2, X1X3, ...., Xk−1Xk)

y

δj = (βj0, βj1, ..., βjk, βj11, ..., βjkk, βj12, βj13, ..., βjk−1k)t.

Para el caso s = 2, el modelo (4) se puede reescribir como:

Z(x)δj = βj0 +Xβj +XtBjX, j = 1, ..., r, (5)

donde Xt = (X1, ..., Xk) es un vector de k variables de con-
trol, β0 es constante, βt = (β1, ..., βk) un vector de pará-
metros y B = (β11, ..., β1k, βk1, ..., βkk) una matriz simétri-
ca de parámetros de segundo orden. En esta situación q =
k(k+3)

2 + 1, corresponde al número de términos: constantes,
lineales y de segundo orden; εj es una variable aleatoria. La
teoría que se expondrá en esta presentación se hará bajo el
supuesto de que εj sigue una distribución normal con me-
dia cero y varianza σ2

j , es decir: εj ∼ N(0, σ2
j ). Es tam-

bién relevante considerar esta temática de optimización multi-
respuesta para el caso de que esta variable aleatoria εj siga
una distribución de probabilidad no-normal.

El problema consiste en determinar la combinación de los
factores que produzca el óptimo global, es decir que todas las
respuestas den su "mejor"valor. Generalmente, el problema
de programación multi-objetivo se plantea como sigue:

Optimizar Y1.
Sujeto a Y2 = O1,

·
·
·
Yr = Or−1,
xεR, R : región experimental,

(6)

donde los valoresOj (j = 1, ..., r−1) representan considera-
ciones importantes o restricciones para las respuestas y cada
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Yj es un vector de observaciones en los n tratamientos. Un
planteamiento más general del problema de optimización en
presencia de j objetivos Oj flexibles j = 1, ..., r y l restric-
ciones gl(x) en esta presentación se utiliza el caso xεR, R :
región experimental, así:

Optimizar [Y1, Y2, ..., Yr],
Sujeto a gl(x), l = 1, 2, ...,m.

(7)

Como resultado de la estrategia experimental los modelos
Yj se sustituyen por los mejores modelos que genera el méto-
do de mínimos cuadrados, [2] y [16] y el j-ésimo modelo de
manera simplificada se expresa por:

Ŷj = Z(x)δ̂j . (8)

La solución por el método de mínimos cuadrados es δ̂j =
[(Z(x))tZ(x)]−1(Z(x))tYj , siendo Z(x) una matriz de or-
den (n × q), donde n es el número de tratamientos y para el
caso en que el modelo sea de segundo orden, es decir s = 2,

q = k(k+3)
2 + 1 es el número de términos, constante, lineales,

cuadráticos e interacciones de segundo orden cada Ŷj es un
vector de valores predichos por el modelo en los n tratamien-
tos y éstos se sustituyen en los planteamientos (6) y (7).

Ejemplo 1

Con el propósito de ilustrar el planteamiento general del pro-
blema y para mostrar el proceso de optimización usando los
diferentes métodos, presentaremos un ejemplo clásico que se
ha usado con frecuencia en la literatura.

Se trata de la elaboración de un queso y se desea cono-
cer la combinación de los efectos de la cistina (cuajo): X1

y el clorido de calcio: X2 en la texturización y en las car-
acterísticas de agua-caliente dializada en una concentración
de proteína de suero en un gel. En este proceso experimental
se aplicó un diseño central compuesto, en el que cada fac-
tor Xi (i = 1, 2) tiene cinco valores, como se muestra en la
Tabla 1. Las características de la textura son medidas por la
dureza Y1, cohesividad (coherencia) Y2, elasticidad Y3, y el
agua comprimible Y4. Este estudio fue desarrollado por [23]
y el experto en este tipo de procesos consideró como objetivo
alcanzar los máximos simultáneos para las cuatro variables.
El diseño que se utilizó en este estudio fue el central com-
puesto. Con el fin de brindar una mayor claridad en este es-
quema, a continuación se presentan las características princi-
pales de este tipo de diseño y son las que se utilizarán en esta
exposición. Para más información sobre este diseño consultar
en [19] y [16].

Diseño central compuesto.
Este esquema experimental consiste de:

1. Un diseño factorial 2k, donde los niveles de los factores
(valores) son valores codificados, usualmente -1 y 1,
como se verá más adelante.

2. Dos puntos axiales en los ejes de cada factor del dis-
eño a una distancia α del centro del diseño, en total 2k
puntos.

3. Un número no de puntos en el centro del diseño (no ≥
1). El total de pruebas experimentales que se realizan
en el diseño central compuesto es: 2k + 2k + no.

La Figura 1 ilustra la disposición de estos puntos para los
casos k = 2 y k = 3. En la gráfica izquierda de la Figura 1, el
cuadro corresponde a los puntos 22, los puntos −α y α (lla-
mados puntos axiales) son los 2k = 2(2) puntos, dos puntos
axiales para cada factor y no es el número de tratamientos en
el centro.

De manera análoga, en la gráfica de la derecha en la Figu-
ra 1, se tiene la descripción para tres factores. El valor de α
corresponde a las propiedades de rotabilidad del diseño ó a la
ortogonalidad, aquí sólo se considerará la primera, en tal caso
α = 4

√
(2k), el valor de no se escoge también en base a estas

dos propiedades. En particular para la propiedad de rotabili-
dad no = 4 si k = 2 y no = 6 si k = 3, los detalles originales
de este diseño los introdujeron [3].

Figura 1: Diseños central compuesto para dos y tres factores
respectivamente.

Para los datos del ejemplo 1, en la Tabla 1 se muestran
los valores reales de los dos factores. Dado que los factores se
expresan en diferentes unidades, se transforman los valores
originales mediante la ecuación

xi =
Xi − (máx(Xi) + mı́n(Xi))/2

0.5 ∗ [máx(Xi)−mı́n(Xi)]
, i = 1, ..., k. (9)

A estos xi se les conoce como valores codificados y se
muestran en el primer renglón de la Tabla 1.

X\x α = −
√

2 −1 0 1 α =
√

2
X1 Clorido de calcio 2.6 8.0 21.0 34.0 39.4
X2 Texturización 2.5 6.5 16.2 25.9 29.9

Tabla 1: Características de los factores de control X .

En la Tabla 2 se describe en las columnas correspondien-
tes a x1 y x2 el diseño central compuesto para dos factores y
en este caso no = 5, en las últimas cuatro columnas se mues-
tran los valores de las cuatro respuestas para cada uno de los
tratamientos.

La matriz Z(x) para este ejemplo corresponde a los n =
13 renglones correspondientes a los tratamientos y a las colum-
nas de la 2 a la 7, es decir q = 6, (q = 2(2 + 3)/2 + 1).
Los resultados de mínimos cuadrados para cada uno de los
4 modelos se obtiene por: δ̂j = [(Z(x))tZ(x)]−1(Z(x))tYj .
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Tratamiento cte. x1 x2 x1x2 x2
1 x2

2 Y1 Y2 Y3 Y4

1 1 −1 −1 1 1 1 2.48 0.55 1.95 0.22
2 1 1 −1 −1 1 1 0.91 0.52 1.37 0.67
3 1 −1 1 −1 1 1 .71 0.67 1.74 0.57
4 1 1 1 1 1 1 .41 0.36 1.20 0.69

5 1 −
√

2 0 0 2 0 2.28 0.59 1.75 0.33

6 1
√

2 0 0 2 0 0.35 0.31 1.13 0.67

7 1 0 −
√

2 0 0 2 2.14 0.54 1.68 0.42

8 1 0
√

2 0 0 2 0.78 0.51 1.51 0.57
9 1 0 0 0 0 0 1.50 0.66 1.80 0.44
10 1 0 0 0 0 0 1.66 0.66 1.79 0.50
11 1 0 0 0 0 0 1.48 0.66 1.79 0.50
12 1 0 0 0 0 0 1.41 0.66 1.77 0.43
13 1 0 0 0 0 0 1.58 0.66 1.73 0.47

Tabla 2: Esquema experimental y las respuestas en cada tratamiento.

En la Tabla 4 se muestran los coeficientes de regresión para
los cuatro modelos, lo que equivale a representar la ecuación
(8), además se presenta la información estadística comple-
mentaria como son el error cuadrático medio CMerror y el
coeficiente de determinación R2. El primero es un estimador
de σ2 y el segundo indica qué porcentaje de la variabilidad
total es explicada por el modelo. Las expresiones correspon-
dientes son:

CMerror(j) = (Yj − Ŷj)t(Yj − Ŷj)/(N − q), (10)

y

R2 = 1− (Yj − Ŷj)t(Yj − Ŷj)
(Yj − Y j)t(Yj − Y j)

. (11)

Solución

En esta parte se presenta la descripción gráfica de los mode-
los para evaluar si existe alguna relación entre ellos. A con-
tinuación se muestra los modelos ajustados por mínimos cua-
drados y sus óptimos individuales. En la Figura 2 se muestra
la relación entre las cuatro variables de respuesta.

Figura 2: Matriz que describe la relación por pares entre las
cuatro variables de respuesta.

Se puede notar en la Figura 2 que existe una consistente
relación inversa entre las variables de respuesta Y1 y Y4 y

entre Y3 y Y4, y más leve esa tendencia entre Y2 y Y4; en ese
sentido cuando se desea maximizar las respuestas Y1, Y2, y Y3

entonces Y4 disminuirá más en el caso de Y1 y Y3. En el con-
texto del problema, se puede decir que la respuesta Y4 (el agua
comprimible) está inversamente relacionada con las respues-
tas Y1 (dureza) Y2 (cohesividad) y Y3 (elasticidad). Ante esta
situación se tiene que valorar la importancia de cada respues-
ta en el proceso real para ver que conviene más, si sacrificar
la respuesta Y4 o encontrar un equilibrio entre las cuatro res-
puestas. Este escenario se considerará en el procedimiento de
optimización simultánea. En la fase de maximizar las respues-
tas Y1, Y2 y Y3 no hay mayor complicación porque existe una
relación directa entre ellas, sin embargo, es importante con-
siderar la eficiencia de los métodos de optimización ante la
correlación de las variables de respuesta. Los planteamientos
de optimización consideran la importancia de las funciones
mediante pesos wj , los cuales se discutirán más adelante.

Se aplica el principio de mínimos cuadrados a cada una
de las respuestas, para fijar ideas en la Tabla 3 se presenta
un resumen del reporte y análisis estadístico para la variable
de respuesta Y1. En la columna 2 aparece el valor del coefi-
ciente que genera mínimos cuadrados β̂ = (XtX)−1XtY ,
la matriz de varianza-covarianza del vector β̂ esta dada por la
expresión Var(β̂) = (XtX)−1σ̂2; donde, en la matriz princi-
pal C = (XtX)−1σ̂2, la entrada ii es ciiσ̂2 y corresponde a
la varianza de β̂i, el i ésimo elemento de β̂. El error estándar

del coeficiente de regresión β̂i, es ES(β̂i) =

√
V ar(β̂i) =√

(XtX)−1
ii σ̂

2, donde σ̂2 = CMerror. En la columna 3 de
la Tabla 3 están estos resultados, y el CMerror = 0.040, el
cual se obtiene a partir de la expresión (10). En la columna 4,
t corresponde a un valor de la distribución t de Student N − q
grados de libertad y ésta se obtiene del cociente entre el coefi-
ciente de regresión y el error estándar β̂

ES(β̂)
, la probabilidad

que deja a la derecha en esta distribución es la que aparece
en la columna 5 y para evaluar la significancia este valor se
compara con un valor de referencia, establecido de manera
conveniente, α = 0.05. Si p < α, se dice que el factor corres-
pondiente es significativo, como se ha señalado en la Tabla 3.

4 SOCIEDAD MATEMÁTICA MEXICANA



(Nota: todos los cálculos se redondearon a milésimas).

Término Coeficiente ES t p

constante 1.526 0.089 17.071 0.000+

x1 -0.575 0.071 -8.136 0.000+

x2 -0.524 0.071 -7.417 0.000+

x12 0.318 0.100 3.177 0.016∗
x2

1 -0.171 0.076 -2.250 0.059#

x2
2 -0.098 0.076 -1.293 0.237

Tabla 3: Resumen estadístico para la respuesta Y1. + alta-
mente significativos, ∗ significativo, # ligeramente significa-
tivo.

Un análisis similar se hace para las otras 3 respuestas, en
la Tabla 4 se muestran los coeficientes de regresión para los
cuatro modelos y se señala si resultaron significativos. Cabe
observar que aunque el análisis estadístico de los modelos lle-
va más detalles, aquí es suficiente este resumen estadístico
para la aplicación de la optimización multi-respuesta.

El modelo para la respuesta 1 es:

Ŷ1 = 1.53−0.57x1−0.52x2 +0.32x1x2−0.17x2
1−0.10x2

2,
(12)

de manera análoga se escriben los otros tres modelos. En la
gráfica derecha en la Figura 3 se muestra la superficie de res-
puesta para el modelo de respuesta Ŷ1, a la izquierda están
las regiones de respuesta y las líneas que separan las regiones
son las curvas de nivel. A simple vista, se puede observar que
el máximo de la respuesta está aproximadamente en el pun-
to xo = (−1.41,−1.41), este punto coincide con el óptimo
en el proceso de optimización Ŷ1(xo) = 3.178 (Tabla 5). El
óptimo se obtiene mediante la derivada del modelo (12); en
general para el modelo de segundo orden xo es

xo = −0.5β̂tB̂−1, (13)

donde β̂t = (−0.575,−0.524) y B =

(
−1.17 0.16
0.16 −0.10

)
.

En la Tabla 5 se presenta un resumen de los óptimos para
cada respuesta.

Figura 3: Superficie de respuesta y curvas de nivel para el
modelo Ŷ1.

En la diagonal principal formada por las columnas 2 a la
5 en la Tabla 5 se obtienen los máximos, objetivo del pro-
blema, para cada una de las cuatro respuestas. Fuera de esa
diagonal se observan tres respuestas evaluadas en el máxi-
mo de la otra, y se puede notar que mientras una alcanza el

Óptimos Ŷ1(xjo) Ŷ2(xjo) Ŷ3(xjo) Ŷ4(xjo)
x1o= (−1.41,−1.41) 3.178 0.36 1.78 0.11
x2o= (−0.58, 0.26) 1.60 0.685 1.84 0.44
x3o= (−0.82,−0.54) 2.29 0.63 1.899 0.31
x4o= (1.41,−1.41) 0.29 0.37 1.04 0.815

Tabla 5: Solución óptima para cada respuesta.

máximo las otras están distantes de su máximo. En particular
en el último renglón de la Tabla 5, mientras Ŷ4 adquiere su
máximo las otras tres respuestas tienen un valor lejos de su
máximo. A .ojo", en el renglón 3 se obtiene un valor en xo
que resulta adecuado para este proceso, ya que en este caso
las cuatro respuestas muestran un óptimo global, como se in-
dicará más adelante. En el proceso de optimización global se
verá si se puede obtener un mejor valor común para las cua-
tro respuestas. El siguiente paso es encontrar el óptimo global
que satisfaga lo mejor posible en un máximo para todas las
respuestas.

Primero se expondrán los métodos y planteamientos de
optimización, los primeros corresponden a lo que se compren-
derá por programación lineal y en los segundos se considera
la construcción de una función de respuesta simple que repre-
sente a la multi-respuesta.

Cuando se trata con más de una variable de respuesta,
las regiones o curvas de nivel, como se muestra en la Figu-
ra 3, se pueden sobreponer. Para fijar ideas se utilizarán las
primeras dos respuestas, tal como se describe en la Figura 4.
La región sombreada indica una solución factible común para
estas dos respuestas, y se tiene que Ŷ1 ≥ 1.6 y Ŷ2 ≥ 0.67.
En esta situación se ve que la respuesta cohesividad Ŷ2, prác-
ticamente, alcanza el máximo y la respuesta dureza Ŷ1, aún
puede tener mejores valores. El punto • en la Figura 4 es
(x1, x2) = (−0.47,−0.30), y se obtuvo moviendo las curvas
de nivel de la respuesta Ŷ1. En este punto se interceptan las
curvas de nivel correspondientes a las dos respuestas Ŷ1 y Ŷ2,
los valores son Ŷ1 = 1.95 y Ŷ2 = 0.67 respectivamente. En
relación al problema, se tiene que estos valores para la dureza
y cohesividad se alcanzan cuando el factor X1 tiene un nivel
de clorido de calcio equivalente a 14.89 unidades y el factor
X2 equivale a un nivel de texturización de 13.29 unidades, es-
tos valores se obtienen en referencia a la Tabla 1. Se observa
de la gráfica que si Ŷ1 aumenta la otra variable disminuye.

En la Figura 5 se sobreponen las cuatro variables de res-
puesta, en el punto • se encuentra un valor común para las
cuatro respuestas que se aproxima a ser un posible óptimo
global, (x1, x2) = (0.33,−1.40). Aplicando la expresión (9),
se obtiene el valor óptimo real 25.29 para el clorido de calcio
y 2.62 en la texturización. Como puede observarse en la gráfi-
ca se generan varias regiones de soluciones óptimas posibles.

Es frecuente que en el área de biotecnología de alimentos
se realicen experimentos con varias variables de respuesta,
por ejemplo [24] evaluaron varios tratamientos de lavado para
mejorar la calidad de carne desmenuzada de salmón.
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Coeficientes Respuesta Ŷ1 Ŷ2 Ŷ3 Ŷ4

β̂0 1.526+ 0.66+ 1.78+ 0.47+

β̂1 -0.575+ -0.092+ -0.25+ 0.13+

β̂2 -0.524+ -0.010 -0.078+ 0.073+

β̂12 0.318∗ -0.070+ 0.01 -0.082+

β̂11 -0.171 -0.096+ -0.16+ 0.026

β̂22 -0.098# -0.058+ -0.08+ 0.024
CMerror 0.040 .5×10−3 0.003 0.002
R2 0.952 0.987 0.977 0.949

Tabla 4: Coeficientes de regresión para cada uno de los cuatro modelos y el CMerror. + altamente significativos, ∗ significativo,
# ligeramente significativo.

Figura 4: Sobreposición de los modelos Ŷ1 y Ŷ2, y descripción
de una solución óptima específica para estas dos respuestas.

3. Métodos de optimización

Se han optimizado los modelos de superficie de respuesta Yj
encontrando el punto estacionario x0 = − 1

2 β̂
tB̂−1, según

se estableció en (13). Puede ocurrir que el punto estacionario
sea un punto cordillera por lo que es necesario establecer un
procedimiento para llevar x0 a un punto que sea una respues-
ta máxima o mínima. Para solucionar este caso el método de
Lagrange es una alternativa. Cabe la posibilidad del que el
punto x0 sea un punto fuera de la región experimental, en tal
caso se busca cómo permanecer dentro de la región experi-
mental. El método [20] es una opción que se puede aplicar
a los planteamientos de optimización que se verán más ade-
lante en el apartado 1.4, en particular se propone en este tra-
bajo porque es muy eficiente en el proceso de optimización.
Los planteamientos en los modelos (6) y (7) requieren pro-
cedimientos de optimización con restricciones, en este caso
la programación cuadrática es una posibilidad para encontrar
un óptimo global. En este apartado se expondrán estos méto-
dos de optimización numérica.

La naturaleza del punto estacionario x0 (óptimo) se deter-
mina por los valores propios (eigenvalores) λi i = 1, ..., k,
de la matriz B̂. Si λi < 0 para toda i, se tiene un máximo, si
λi > 0 para toda i, se tiene un valor mínimo, si λi tiene signos

Figura 5: Una solución óptima común al sobreponerse las
cuatro variables de respuesta.

alternados (positivos, negativos) entonces el punto x0 es un
punto silla. Cuando se tiene un punto silla, es deseable buscar
un punto que maximice o minimice la respuesta; la estrate-
gia para alcanzar esa meta se conoce como análisis cordillera
(ubicar el óptimo). El propósito del análisis de cordillera es
encontrar puntos que maximicen (minimicen) la respuesta Ŷ
con la restricción de que los puntos estén en una esfera radio
r con centro en el punto xt = (x1, ..., xk) = (0, ..., 0) y ésta
debe estar contenida en la región experimental R. Considere
el modelo ajustado de segundo orden Ŷj (para fijar ideas se
considera el caso para una sola respuesta, es decir j = 1),
dado por:

Ŷ1 = β̂0 + xtβ̂ + xtB̂x.

El planteamiento es como sigue:

Maximizar Ŷ1

sujeto a
xtx = r2

donde xt =(x1, ..., xk) y el centro de la región experimental
es (x1, ..., xk) = (0, ..., 0).

El método de Lagrange:
Se aplica el método de Lagrange: maximizar (minimizar)
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L(x) = Ŷ1(x)− µ(xtx− r2), (14)

donde µ es el multiplicador de Lagrange y x = (x1, ..., xk )́.
Derivando (14) con respecto a cada xi se tiene

∂L(x)

∂x
= β̂ + 2B̂x− 2µx, (15)

igualando a cero se tiene

(B̂ − µI)x = − β̂
2
. (16)

Una solución x de la ecuación (16) en r2 = xtx se en-
cuentra sustituyendo un valor de µ, El valor de µ tiene un
efecto en la naturaleza del punto óptimo x0, ya sea que se de-
see un resultado máximo Ŷ1 dentro de r o un mínimo Ŷ1 en r.
Una selección adecuada de µ depende de los valores propios
de B̂. Así las siguientes reglas permiten plantear la selección
de los valores de µ :

Si µ1 > λ donde λ es el valor propio más grande de B̂
, entonces x es una solución de la ecuación (16) en el
que Ŷ1, alcanza un máximo en r2 = xtx.

Si µ1 < λ, donde λ es el menor valor propio de B̂, en-
tonces x es una solución de (16) en donde Ŷ1, obtiene
un mínimo local en r2 = xtx. El algoritmo correspon-
diente para el análisis de cordillera lo discute [17].

El método simplex de Nelder-Mead.
Considere la minimización de una función de k varia-

bles, donde y = f(x1, x2, ..., xk) es el valor observado de
la función en x1, x2, ..., xk. Sea P0, P1, ..., Pk los k + 1 vér-
tices de un simplex k-dimensional. Se inicializa un simplex
de n + 1 puntos, por ejemplo un triángulo en un espacio bi-
dimensional o un tetraedro en un espacio tri- dimensional.
Una forma de preparar un simplex es comenzar con un punto
inicial P0, los otros n puntos Pi se pueden tomar como

Pi = P0 + λiei, i = 1..., n,

donde los ei son vectores unitarios que forman la base del
espacio n−dimensional y λi es una constante que refleja la
longitud de la escala en el problema de optimización. Se de-
nota la función en el punto Pi por yi = f(Pi) y se definen
yh = máxi(yi) y yl = mı́ni(yi). Se considera P como el
promedio (centroide) de los n + 1 puntos, con i 6= j, (PiPj)
representa la distancia de Pi a Pj . Cada ciclo del método
inicia reflejando Ph y al punto que se obtiene se le llama
P ∗(punto de reflexión). A partir del valor de la función en
P ∗, se tienen cuatro posibles operaciones que cambian el es-
tado del simplex. Estas cuatro operaciones son: 1. La reflexión
más allá de Ph. 2. Reflexión y expansión más allá de Ph. 3.
Contracción de la línea conectando Ph y P . 4. Encogimiento
hacia Pl a lo largo de toda la dimensión. En la Figura 6 se
ilustran estos procedimientos.

A continuación se describe el ciclo completo del méto-
do simplex como lo presentan [11], éste método lo proponen
[20].

Figura 6: Las cuatro operaciones básicas para el método sim-
plex.

Se definen cuatro intervalos:
I1: {y | y ≤ yl}; I2: {y | yl < y ≤ máxi(yi), i 6= h};
I3 : {y | máxi(yi) < y ≤ yh, i 6= h} e I4: {y | yk < y}.
El ciclo completo requiere de los siguientes 4 pasos:

1. Reflexión: Se define el punto de reflexión P ∗ y su valor
y∗ como

P ∗ = P + α(P − Ph),

y∗ = f(P ∗),

donde el coeficiente de reflexión α es una constante
positiva. Así P ∗ está en la línea que une a Ph y P , en
el lado opuesto a P de Ph. Dependiendo del valor y∗,
se tienen las siguientes acciones;

a) Si y∗εI1, vaya a expansión.
b) Si y∗εI2 , remplace Ph con P ∗ y finalice este ci-

clo.
c) Si y∗εI3 , remplace Ph con P ∗ y vaya a contrac-

ción.
d) Si y∗εI4 , vaya a contracción.

2. Expansión: Se define el punto expansión P ∗∗ y su valor
y∗∗ como

P ∗∗ = P + δ(P ∗ − P ),

y∗∗ = f(P ∗∗),

donde el coeficiente de expansión δ es mayor que la
unidad. Si y∗∗ está en I1, remplace Ph con P ∗∗ y fina-
lice el ciclo. De otra manera, remplace Ph con el punto
P ∗∗ de la reflexión original y finalice el ciclo.

3. Contracción: Defina el punto de contracción P ∗∗ y su
valor y∗∗ como:

P ∗∗ = P + β(Ph − P ),

y∗∗ = f(P ∗∗),

donde el coeficiente de contracción β está entre 0 y 1. Si
y∗∗ está en I1, I2 o I3 remplace Ph con P ∗∗ y finalice
el ciclo. De otra manera, vaya a encogimiento.
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4. Encogimiento: Remplace cada Pi con (Pi + Pl)/2 y
finalice el ciclo.

Es de interés observar que se puede recurrir a MATLAB
en el apartado de optimización para la aplicación del algorit-
mo de Nelder Mead.

El método de programación cuadrática

El modelo de optimización establecido en la expresión
(6) se puede replantear como un problema de programación
cuadrática y la representación general para este caso es:

minimizar 1
2x

tB̂x+ xtβ̂

sujeto a âtix = b̂i iεE

âtix ≤ b̂i iεI
xtx ≤ r2,

(17)

donde E e I son índices para la igualdad o desigualdad de
restricciones. La matriz B̂ es simétrica y semidefinida positi-
va. En este caso B̂ representa los términos de segundo orden
del modelo de regresión.

Para la solución a este problema de programación cuadráti-
ca se aplica el método de Lagrange, donde las restricciones
lineales se plantean como los gradientes de los modelos de
regresión de segundo orden para cada uno de los modelos.

La programación cuadrática se simplifica, y se puede re-
solver en forma cerrada, si algunas de las restricciones se
plantean como la igualdad. Así el planteamiento es:

minimizar 1
2x

tB̂x+ xtβ̂

sujeto a Âx = b̂

xtx ≤ r2.

(18)

En este caso la solución existe y es única si la matriz Â
es de rango completo y la matriz B̂ es definida positiva. La
condición necesaria de Lagrange para este problema es:

B̂x+ Âtλ+ β̂ = 0 (19)
Âx − b̂ = 0.

Este planteamiento corresponde a un sistema de k + m
ecuaciones en los k + m términos desconocidos de x y λ. A
continuación se describe un lema que estable la relación entre
las ecuaciones. Una exposición más detallada de éste método
se puede consultar en [18] y en [21].

Lema [18] Sean B̂ y Â matrices de orden k × k y m× k
respectivamente. Suponga que Â tiene rangom y B̂ es defini-
da positiva en el subespacio M = {x : Ax = 0}. Entonces la
matriz: [

B̂ Ât

A 0

]
,

es no singular.�
Existen varios métodos para resolver el sistema (19), en

particular se puede usar un método eficiente para resolver el
sistema de ecuaciones.

Como B̂ es definida positiva entonces una fórmula ex-
plícita para la solución del sistema se puede generar como
sigue: de la primera ecuación de (19) se tiene:

x = −B̂−1Âtλ− B̂−1β̂.

Sustituyendo esta ecuación en la segunda de (19) se ob-
tiene que:

ÂB̂−1Âtλ− ÂB̂−1β̂ − b̂ = 0,

de ésta resulta:

λ = −(ÂB̂−1Ât)−1
[
ÂB̂−1β̂ + b̂

]
,

y

x = B̂−1

[
I − Ât

(
ÂB̂−1Ât

)−1

ÂB̂−1

]
β̂

+ B̂−1Ât
(
ÂB̂−1At

)−1

b̂.

Esta representación es útil en desarrollos teóricos.

4. Planteamientos de optimización
multi-respuesta

A continuación se indican las referencias de algunos proced-
imientos de optimización desarrollados por diferentes autores.
La expresión (6) describe el planteamiento típico de un pro-
blema de programación lineal, la solución es un valor xo de
X, que genera una respuesta óptima global bajo estas condi-
ciones. Entre las ventajas de este procedimiento está su plan-
teamiento matemático y que puede ser resuelto mediante una
hoja de cálculo. Existen otros procedimientos analíticos efi-
cientes de optimización, cuyo principio consiste en transfor-
mar la variable de respuesta j ésima descrita en el modelo
(8) a una escala de valores, denominada valor deseable u y
sus valores están entre 0 y 1. Este valor crece conforme se
requiera el mejor valor de la variable de respuesta correspon-
diente:

uj(Ŷj(x)) =



0 si Ŷj(x) < Y mı́n
j o

Ŷj(x) > Y máx
j ,

1− Mj−Ŷj(x)

Mj−Y mı́n
j

si Y mı́n
j ≤ Ŷj(x) ≤Mj ,

1− Ŷj(x)−Mj

Y máx
j −Mj

si Mj < Ŷj(x) < Y máx
j ,

(20)
donde M es un valor objetivo fijado de acuerdo al interés del
investigador y

(
Y mı́n
j , Y máx

j

)
son dos cotas en la j ésima

respuesta. Éstas se deben de especificar inicialmente. En la
gráfica primera en la Figura 7 se muestra esta situación. Exis-
ten varios criterios para determinar estas cotas, por ejemplo,
los límites de especificación de un producto, regulaciones o
estandarizaciones de una empresa, o simplemente de mane-
ra subjetiva. Si es necesario determinar las cotas con base a
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un rango físico de las respuestas, es razonable considerar los
mínimos y máximos de las respuestas individuales estimadas,
es decir (

Y mı́n
j =mı́n

x∈R
[Ŷj(x)], Y máx

j =máx
x∈R

[Ŷj(x)]

)
.

La función uj(Ŷj(x)) depende de las condiciones del pro-
ceso y también se puede desear minimizar su respuesta, en el
primer caso Mj = Y mı́n

j se sustituye en la tercera función en
la expresión (20):

uj(Ŷj(x)) =


1 si Ŷj(x) < Y mı́n

j ,

1− Ŷj(x)−Y mı́n
j

Y máx
j −Y mı́n

j

si Y mı́n
j ≤ Ŷj(x) ≤ Y máx

j ,

0 si Ŷj(x) > Y máx
j .

(21)
Si se desea maximizar,Mj = Y máx

j va en la segunda fun-
ción en (20). Esta situación se ilustra en la gráfica intermedia
en la Figura 7, y la expresión es:

uj(Ŷj(x)) =


0 si Ŷj(x) < Y mı́n

j ,

1− Y máx
jj −Ŷj(x)

Y máx
j −Y mı́n

j

si Y mı́n
j ≤ Ŷj(x) ≤ Y máx

j ,

1 si Ŷj(x) > Y máx
j .

(22)
La gráfica tercera en la Figura 7 muestra el caso no-lineal de
la función uj(Ŷj(x)).

Figura 7: Tres representaciones para alcanzar el grado de
satisfacción con respecto a una respuesta, las primeras dos
lineales y la segunda no lineal.

4.1. Función de deseabilidad
La función de deseabilidad (DE) fue propuesta por [10], y su
expresión clásica se obtiene a partir de la expresión (20) es de-
cir dj = d(Ŷj(x)) = uj(Ŷj(x)). En este caso se supone que
el grado de satisfacción de un experimentador, con respecto a
la j ésima variable, es maximizada cuando Ŷj(x) es igual a su
valorMj y decrece conforme Ŷj(x) se aleja deMj . Si Y mı́n

j y
Y máx
j representan respectivamente las cotas mínima y máxi-

ma, entonces no se acepta como solución aquel punto x para
el cual Ŷj(x) < Y

mı́n
j o para el cual Ŷj(x) > Y

máx
j . Así el

grado de aceptación con respecto a la respuesta se modela co-
mo una función monótona decreciente de 1 en Ŷj(x) =Mj a
0 en Ŷj(x) < Y

mı́n
j o Ŷj(x) > Y

máx
j . La deseabilidad global

se obtiene mediante la media geométrica:

D = (d1d2...dr)
1/r. (23)

El objetivo es encontrar el valor de la variable xo que maxi-
mice el valor de D.

Posteriormente [9] extienden el método de Harrington,
después [8] sugiere la media geométrica ponderada como ex-
presión más general para (23), es decir:

D = (dw1
1 dw2

2 ...dwr
r )1/r, (24)

donde los wj representa los pesos relativos a las r respuestas.
Los modelos de las expresiones (23) y (24) son multiplica-
tivos.

En el proceso de optimización multi-respuesta se desea
que todas las respuestas satisfagan de manera simultánea la
deseabilidad. Una formulación del problema optimización multi-
respuesta se plantea como:

Maximizar λ,

Sujeto a d(Ŷj(x)) ≥ λ, j = 1, 2, ..., r,
XεR R : región experimental.

(25)

La finalidad principal de esta formulación es encontrar un
punto xo que maximice el mínimo grado de satisfacción λ con
respecto a todas las respuestas dentro de la región experimen-
tal.

4.2. Modelo de optimización multi-objetivo
difuso

La teoría de conjuntos difusos proporciona una alternativa
para traducir las expresiones lingüísticas asignando un valor
numérico mediante el concepto de función de membresía. En
resumen, si X es una colección de objetos denotados por x,
entonces un conjunto difuso B en X se define por un con-
junto de pares ordenados: B = {(x, µB(x))|x ∈ X}, donde
µB(x) es la función de membresía para cada conjunto difu-
so B. Esta función mapea cada elemento de X a un grado
de membresía o valor de membresía entre 0 y 1. Entonces las
funciones presentadas en las expresiones (20)-(22) se plantean
como funciones de membresía en el contexto de los conjuntos
difusos, por ejemplo para el caso de maximizar µB(x) corres-
ponde a la formulación expuesta en (22) es decir:

µOi
(Ŷj(x)) =


0 si Ŷj(x) < Y mı́n

j ,

1− Y máx
j −Ŷj(xi)

Y máx
j −Y mı́n

j

si Y mı́n
j ≤ Ŷj(xi) ≤ Y máx

j ,

1 si Ŷj(xi) > Y máx
j ,

(26)
donde los Oi representan a las r metas (objetivos).

La representación gráfica de este planteamiento se mues-
tra al centro de la Figura 7, es decir cuando Ŷj(x) se aproxima
al máximo el grado de membresía se acerca a uno. Mediante
la teoría de conjuntos difusos se puede abordar el problema
de optimización multi-respuesta. En esa dirección el mode-
lo multi-objetivo involucra la selección de una alternativa ai,
para un conjunto dado de alternativas A = {a1, a2, ..., al}
y un conjunto de r objetivos, O = {O1, O2, ..., Or}, con-
siderados mediante las r funciones objetivo Ŷ (x). Entonces

CARTA INFORMATIVA 9



el grado de la función membresía para una alternativa a en
Oi denotada por µOi(a), es el grado en el que la alternati-
va a satisface el criterio especificado para éste objetivo. Se
busca una función decisión que satisfaga simultáneamente to-
das las decisiones objetivo, por lo tanto, la función decisión,
D, está dada por la intersección de los objetivos, así D =
O1 ∩O2 ∩ ...∩Or. Por lo tanto, el grado de la función mem-
bresía que la función,D, tiene para cada alternativa a está da-
da por: µD(a) = mı́n{µOi1

(a), µO2
(a), ..., µOir

(a)}, [14].
La decisión óptima, a0, será entonces la alternativa que

satisface: µD(ao) = máx
a∈A

(µD(a)). Para alcanzar esta meta,

en el caso en el que se desee máximizar las r respuestas, se
define el modelo de optimización multi-objetivo como:

minimizar F (x) =

[
r∑
i=1

(
1
r{1− µOi(Ŷj(x))}

)2
]1/2

.

(27)

4.3. Función distancia generalizada
El procedimiento denominado función distancia (DI) fue pro-
puesto por [15], con éste también se obtiene una solución
óptima puntual. Varios investigadores han producido traba-
jos interesantes en esta dirección, véase [5]. El modelo DI ,
denominado como la función distancia, se expresa por:

DI(Ŷ (x)) = ((Ŷ (x)−M)t(Var(Ŷ (x))−1(Ŷ (x)−M))1/2,
(28)

donde el término Var(Ŷ (x)) es una matriz de varianza p × p
de los modelos predichos Ŷ (x). El vector de predichos de las
r variables de respuesta está dado por Ŷ (x) = (Ŷ1(x), . . . ,

Ŷr(x))t. Se define M = (M1, ...,Mr)
t como el vector de

metas correspondientes a cada respuesta. En la propuesta plan-
teada por [15], consideran a M como el vector de los óptimos
individuales de las k respuestas independientes.

Bajo el supuesto de la distribución sobre las respuestas
planteados en el modelo (4), entonces la varianza estimada de
Yj es y Var(Ŷj(x)) = Zt(x)(XtX)−1Z(x)σjj y Cov(Ŷi(x),

Ŷj(x)) = Zt(x)(XtX)−1Z(x)σij donde σij es el (i, j) ési-
mo elemento de Σ, la matriz de varianza-covarianza de la res-
puesta. Por lo tanto si Ŷ (x) = (Ŷ 1(x), ...,Ŷr(x)) es el vec-
tor de respuestas predichas entonces la matriz de varianza-
covarianza está dada por Var(Ŷ (x)) = Zt(x)(XtX)−1Z(x)Σ.
Un estimador insesgado de Σ es:

Σ̂ =
1

n− p
Y t[In −X(XtX)−1Xt]Y,

donde Y= (Y1 : .. : Yr) es la matriz n × r de datos multi-
respuesta, p es el número de columnas de X . Entonces el mo-
delo anterior (28) toma la forma:

DI1(Ŷ (x)) =

(
(Ŷ (x)−M)t(Σ̂)−1(Ŷ (x)−M)

Zt(x)(XtX)−1Z(x)

)1/2

.

(29)
Una situación importante y que influye en la estructura del
modelo es la correlación que puede existir entre las variables

de respuesta; si se prueba que ésta no es estadísticamente sig-
nificativa, entonces se toman los elementos, σ2

j , de la diagonal
de Σ̂ y se sustituyen en la expresión (29) y ésta se escribe co-
mo:

DI2(Ŷ (x)) =

 1

v(x)

r∑
j=1

(
Ŷj(x)−Mj

σ̂j

)2
1/2

, (30)

donde v(x) = Zt(x)(XtX)−1Z(x) y la métrica DI2(Ŷ (x))
es apropiada cuando las respuestas Yj son estadísticamente
independientes.

4.4. Función de pérdida múltiple

La función de pérdida (PE), propuesta por [1], es un enfoque
que considera la pérdida económica cuando las variables Ŷj(x)
de respuesta se alejan de la metas Mj . Consideremos

DI3(Ŷ (x)) =
r∑
j=1

kj

(
Ŷj(x)−Mj

)2

, (31)

donde los números kj representan los costos asociados a ca-
da respuesta. Estos valores de kj se pueden usar para es-
calar de manera adecuada la diferencia Ŷj(x)−Mj . Tomando
kj = σ̂2

j , esta nueva distancia es un caso particular de DI2.
La distancia DI3 se le conoce como la función de pérdida
múltiple.

4.5. El concepto TOPSIS

La técnica TOPSIS (Technique for Order Preference by Sim-
ilarity to Ideal Solution) es un método de optimización desa-
rrollado por [25]. Este viene derivado de la toma de decisiones
multi-atributo, la idea básica es hacer un escalamiento en las
respuestas Ŷj(x) y ponderar éste en función de la importancia
de cada respuesta para el proceso; a partir de éste definen las
metas Mj . El procedimiento es como sigue:

1. Se identifica a las variables Ŷij estimadas en cada mo-
delo (i= 1, ..., n y j= 1, ..., r), se construye la variable
dij mediante el proceso de normalización de la varia-
bles de respuesta Ŷij :

dij =
Ŷij√∑
i Ŷij

. (32)

2. La variable dij se pondera mediante pesos wj y se con-
struye la variable:

vij = wjdij . (33)

En el marco de la teoría difusa existen diferentes crite-
rios para asignar los wj .
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3. En esta etapa se propone una solución óptima ideal y se
calcula la distancia D+

i . Para ello primero se obtiene

M+ = {(máx
i
vij |jεJ) o

(mı́n
i
vij |jεJ) (mı́n

i
vij |jεJ́)

para i = 1, . . . ,m}
= {M+

1 ,M
+
2 , ...,M

+
n },

donde J ⊂(j = 1, ..., n) está asociado con algún crite-
rio de beneficio y J́ ⊂ (j = 1, ..., n) está asociado con
algún criterio de costo. Después se define

D+
i =

√√√√ n∑
j=1

(vij −M+
j )2. (34)

4. También se plantea una solución ideal negativa que se
puede establecer como la peor de la soluciones y de
manera análoga se obtiene la distancia D−i :

M− = {(mı́n
i
vij |jεJ) o

(máx
i
vij |jεJ) (máx

i
vij |jεJ́)

para i = 1, . . . ,m}
= {M−1 ,M

−
2 , ...,M

−
n },

y

D−i =

√√√√ n∑
j=1

(vij −M−j )2. (35)

5. Finalmente se obtiene el índice

Ci =
D−i

D+
i +D−i

, (36)

tal que si se alcanza la solución óptima ideal Ci = 1, se
logra la solución óptima para el proceso. Esto significa
que la solución ideal positiva tiende a cero. También se
pueden conseguir soluciones alternativas adecuadas, si
el índice tiene valores entre 0.7 y 1. En el caso de que
el proceso apoye a la solución ideal negativa el índice
tiende a cero.

Las expresiones (32), (34) y finalmente el índice (36) se
obtienen usando los datos generados por el experimento. Sin
embargo, en lugar de esos datos se pueden emplear los valo-
res predichos por el modelo de regresión cuadrático o el mejor
modelo. En ese sentido la estimación del índice (36) esta en
función de los modelos, y según el peso wi para cada una de
las variables, esta relación se vería reflejada en la estimación
del modelo de regresión considerando ahora el índice Ci co-
mo respuesta.

Respuesta Y mı́n Y máx Predichos GS λ
x0 = (0, 35,−1.37)

1 0.37 2.68 1.68 0.57
2 0.30 0.69 0.55 0.65
3 1.10 1.90 1.88 0.65
4 0.23 0.71 0.31 0.57

El grado de satisfacción es λ = 0.57

5. Aplicación de los métodos y
planteamientos de optimización
al Ejemplo 1

En este apartado se aplicarán los planteamientos de optimiza-
ción al ejemplo 1, en cada caso se aplicó el método de Nelder-
Mead para encontrar el óptimo. Se consideraron los modelos
completos de segundo orden, cuyos coeficientes se muestran
en la Tabla 4, aunque algunos de los coeficientes no resul-
taron estadísticamente significativos. Se obtuvieron los valo-
res mínimos Ŷ mı́n

j y máximos Ŷ máx
j individuales de cada res-

puesta ajustada. Estos se indican en la siguiente tabla.

Respuesta Ŷ1 Ŷ2 Ŷ3 Ŷ4

Ŷ mı́n
j 0.37 0.33 1.11 0.23

Ŷ máx
j 2.68 0.66 1.88 0.71

Estos valores se utilizaron como cota para cada respuesta
y como se desea maximizar el valor Ŷ máx

j (j = 1, 2, 3, 4) se
utilizó como valor objetivo.

Se empleó la función de deseabilidad d(Ŷj(x)) definida
en la expresión (22) y luego se optimizó la función (24); los
pesos wi empleados en este caso fueron igual a 1, y el proce-
dimiento se identifica por FD. Los resultados se muestran la
Tabla 6. Luego se aplicó el modelo de optimización definido
en (25) para obtener el grado de satisfacción λ, GS. Los va-
lores de este índice se obtienen calculando las deseabilidades
establecidas por la expresión (22), los resultados de este cál-
culo son:
Se usó el modelo (26) para el procedimiento difuso, PD ecua-
ción (27). Luego se obtuvo el óptimo de la función distancia
generalizada, DI expresión (30). Finalmente se realizó la op-
timización para el planteamiento topsis, TO, para todos los
procedimientos, excepto para el GS, el óptimo se obtuvo me-
diante el método de Nelder- Mead. Estos resultados se pre-
sentan en la Tabla 6. Los j resultados alcanzados en una de
estas cinco funciones se podría evaluar para las otras cuatro,
de tal manera de llevar a cabo una comparación de la eficien-
cia entre ellos. Sin embargo se empleó la función de pérdida
estandarizada para hacer una evaluación de la eficiencia de
los métodos, así el que tenga la menor función de pérdida
será considerado como el mejor método. Se define la función
de pérdida estandarizada como:

P =

√√√√ r∑
j=1

(Zj − Zmáx
j )2,

donde Zj = Ŷj(xo)/Ŷ
máx
j , Zmáx

j = 1.
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Óptimo Valores P

Función x1o x2o Ŷ1(xo) Ŷ2(xo) Ŷ3(xo) Ŷ4(xo)
FD -0.10 -0.41 1.79 0.66 1.81 0.43 0.517
GS 0.35 -1.37 1.68 0.55 1.62 0.50 0.523
PD -0.53 -0.19 1.91 0.67 1.88 0.38 0.545
DI -0.46 -1.38 2.47 0.54 1.83 0.31 0.598
TO -0.24 -0.21 1.78 0.67 1.84 0.42 0.529

Tabla 6: Resultados de los diferentes procesos de optimización.

El planteamiento de optimización que obtuvo el mejor óp-
timo común para las cuatro respuestas corresponde a la fun-
ción de deseabilidad. En la Figura 2 se mostró la relación en-
tre las cuatro variables de respuesta, por ejemplo, ahí se obser-
va que las variables 1 y 4 están inversamente correlacionadas,
esta situación influyó en los resultados de optimización de al-
gunos procedimientos. Se observa en el caso del procedimien-
to DI que la respuesta Ŷ1 alcanzó el mayor máximo compara-
do con los otros procedimientos, sin embargo, afectó el má-
ximo en la respuesta Ŷ4. En la Figura 8 se señalan los puntos
xo donde las cinco funciones alcanzaron el óptimo, así como
el punto óptimo descrito en la gráfica de la Figura 5.

Figura 8: Ubicación de las funciones simples en la gráfica de
superposición de las cuatro respuestas.

Se observa que el planteamiento GS prácticamente coin-
cide con el óptimo generado de manera gráfica y como se
observa es una solución bastante adecuada. Será una activi-
dad interesante aplicar estos planteamientos a varios ejemplos
para evaluar su precisión en el proceso de optimización, des-
de luego considerando situaciones donde no exista una fuerte
relación entre las variables. También se pueden llevar a cabo
estrategias de simulación.

5.1. Procedimiento gráfico
No obstante que el método gráfico (MG) es un procedimiento
descriptivo, éste contiene o ilustra a todos los resultados que
se obtienen con los métodos anteriormente citados, (Figura

Nivel bajo Nivel alto
X1 0.7 1.7
X2 40 60
X3 1.8 2.8

Respuestas Restriciones
Y1 índice de abrasión 120 < Y1

Y2 módulo 200 1000 < Y2

Y3 elongación a la ruptura 400 < Y3 < 600
Y4 dureza 60 < Y4 < 75

Tabla 7: Características de los factores de control X y las va-
riables de respuesta Y .

8). Éste funciona relativamente fácil ante situaciones cuando
existen dos o tres factores y se complica un poco con cuatro.
Se considera como una buena práctica que en las estrategias
de optimización primero se realicen experimentos para elim-
inar factores que aportan poca información a la respuesta de
interés. Así que en la estrategia experimental para obtener un
óptimo se trabaja con un número reducido de factores.

Dada la facilidad que existe actualmente en cómputo, me-
diante técnicas de graficación se pueden ilustrar los proced-
imientos analíticos de optimización como es el caso del plan-
teamiento GS. El óptimo de éste se obtiene mediante métodos
de programación lineal, (véase el planteamiento expuesto en
la expresión (25)). Este equivale a maximizar{min[d(Ŷ1(x)),
d(Ŷ2(x)), d(Ŷ3(x)), d(Ŷ4(x))]} en la región experimental, y
se lleva a cabo mediante técnicas gráficas, tal como se muestra
en la Figura 9. En ésta se ilustra la aplicación de la función de
deseabilidad a los grados de aceptación d(Ŷj(x)) j = 1, ..., r.
Observe que la solución óptima que se obtiene, señalada en
los paréntesis [ ], es en realidad la misma que la que ya se
obtuvo, ver Tabla 6.

6. Aplicación de la programación
cuadrática: Ejemplo 2

El procedimiento que se resume en la expresión (20) se ilus-
tra con un problema de un compuesto para bandas en llan-
tas, expuesto y discutido en [9]. El propósito del problema es
mejorar el desempeño en la banda de las llantas medido por
cuatro variables de respuesta controladas por tres ingredientes
químicos. Las respuestas son: índice de abrasión Y1, el mod-
ulo 200 % Y2, la elongación Y3, y la dureza Y4. Las variables
de entrada son: sílice X1, seleno X2 y el azufre X3.

Los ingredientes y las propiedades se describen en el cua-
dro siguiente:

Como estrategia experimental se propuso un diseño de
composición central, el diseño y los resultados se muestran
en la Tabla 8.
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Figura 9: Descripción de los resultados óptimos para alcanzar
el mayor grado de aceptación.

Con el fin de observar si existe una relación entre las varia-
bles de respuesta, en la Figura 10 se describen los diagramas
de dispersión para cada par de variables. Se puede observar
de esa figura que las variables 1 - 2, y 2 - 3 están directa-
mente e inversamente correlacionadas respectivamente. Ante
esta situación algunas modificaciones de interés se pueden
plantear en el proceso de optimización.

Figura 10: Relación entre las cuatro variables para el ejemplo
2.

Los valores objetivos para cada una de las respuestas obe-

Tratamiento x1 x2 x3 Y1 Y2 Y3 Y4

1 −1 −1 1 102 900 470 67.5

2 1 −1 −1 120 860 410 65.0

3 −1 1 −1 117 800 570 77.5

4 1 1 1 198 2294 240 74.5

5 −1 −1 −1 103 490 640 62.5

6 1 −1 1 132 1289 270 67.0
7 −1 1 1 132 1270 410 78.0

8 1 1 −1 139 1090 380 70.0

9 −1.63 0 0 102 770 590 76.0

10 1.63 0 0 154 1690 260 70.0

11 0 −1.63 0 96 700 520 63.0

12 0 1.63 0 163 1540 380 75.0

13 0 0 −1.63 116 2184 520 65.0

14 0 0 1.63 153 1784 290 71.0

15 0 0 0 133 1300 380 70.0

16 0 0 0 133 1300 380 68.5

17 0 0 0 140 1145 430 68.0

18 0 0 0 142 1090 430 68.0

19 0 0 0 145 1260 390 69.0

20 0 0 0 142 1344 390 70.0

Tabla 8: Esquema experimental y las respuestas en cada
tratamiento.

decen las condiciones:

Objetivo Condición
Y1 > 120 Maximizar
Y2 ≥ 1000 Maximizar
400 ≤ Y3 ≤ 600 Valor objetivo 500
60 ≤ Y3 ≤ 75 Valor Objetivo 67.5

En la Tabla 9 se muestran los coeficientes de los mode-
los de regresión para cada variable, se señala cuáles son sig-
nificativos estadísticamente, además se muestran los cuadra-
dos medios del error, la raíz cuadrada del CMerror que es la
desviación estándar S y el coeficiente de determinación R2.

Este ejemplo ha sido ampliamente utilizado en la literatu-
ra de optimización multi-respuesta para ilustrar la efectividad
de los métodos propuestos, véase [9] y [12]. En todos los ca-
so se han considerado las restricciones planteadas, pero hay
dos situaciones que no han sido consideradas, una de ellas es
el CMerror de la variable Ŷ2 que de alguna manera afecta a
la eficiencia de los métodos de optimización, porque tiene
un valor grande. La otra está relacionada con la desviación
estándar y con la estimación del valor en el óptimo, ya que
al tomar una o dos desviaciones estándar en torno al óptimo
ya no se cumple con las condiciones propuestas para las varia-
bles de respuesta. La finalidad de este ejemplo consiste en ob-
tener el óptimo común aplicando el método de programación
cuadrática considerando en el modelo de optimización las res-
tricciones en la desviación estándar.

Así el modelo de regresión completo para la variable tres
es:

Ŷ3 = 400.38− 99.67x1−31.4x2−73.92x3+7.93x2
1

+17.31x2
2+0.43x2

3+8.75x1x2+6.25x1x3+1.25x2x3.

En general cada uno de los cuatro modelos se puede es-
cribir:

Ŷj = xtB̂jx+ xtβ̂j + β̂j0, j = 1, ..., r.
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Coeficientes Respuesta Ŷ1 Ŷ2 Ŷ3 Ŷ4

β̂0 139.12+ 1261.11+ 400.38+ 68.91+
β̂1 16.49+ 268.15* -99.67+ -1.41+
β̂2 17.88+ 246.5* -31.4+ 4.32+
β̂3 10.91+ 139.48# -73.92+ 1.63+
β̂11 -4.01* -83.55# 7.93# 1.56+
β̂22 -3.45* -124.79# 17.31* 0.06#
β̂33 -1.57# 199.17* 0.43# -0.32#
β̂12 5.13* 69.38# 8.75# -1.63+
β̂13 7.13* 94.13# 6.25# 0.13#
β̂23 7.88* 104.38# 1.25# -0.25#
CMerror 31.49 108039 422.3 1.61
S 5.61 328.7 20.55 1.27
R2 97.2 71.2 98.1 95.8

Tabla 9: Coeficientes de regresión para cada uno de los mode-
los. + Altamente significativo, ∗ significativo con p < 0.05,
# no significativo.

Donde B̂j es la matriz (k, k) cuyos elementos son los pará-
metros de segundo orden estimados, β̂j los parámetros linea-
les estimados y β0 es el intercepto estimado del modelo de
regresión para cada respuesta j.

Un modelo a optimizar puede quedar como sigue:

Maximizar Ŷ1.

Sujeto a Ŷ2 sea máximo
Ŷ3 éste entre 400 ≤ Ŷ3 ≤ 600

Ŷ4 éste entre 60 ≤ Ŷ4 ≤ 75
xtx ≤ r2 r : región experimental,

dado que las dos primeras respuestas se desean maximizar,
el modelo a optimizar es:

Maximizar Ŷ1 + Ŷ2.
Sujeto a
Ŷ1 sea Ŷ1 > 120

Ŷ2 sea Ŷ2 > 1000

Ŷ3 éste entre 400 ≤ Ŷ3 ≤ 600

Ŷ4 éste entre 60 ≤ Ŷ4 ≤ 75
xtx ≤ r2 r : región experimental.

(37)

Este modelo es similar al de la expresión (18) y el plantea-
miento de solución se da en la ecuación (19), sólo que para
alcanzar expresiones similares a Â se recurre a considerar es-
ta matriz como:

Â = [∇Ŷ1,∇Ŷ2,∇Ŷ3,∇Ŷ4].

Reescribiendo el modelo (37) en términos de las respues-
tas ajustadas y considerando un múltiplo de la desviación es-
tándar se tiene:
Maximixar

1

2
xt(B̂1 + B̂2)x+ xt(β̂1 + β̂2) + β̂01 + β̂02

Sujeto a

− 1
2x

tB̂1x− xtβ̂1 − β̂01 + 120 + 1.5S1 ≤ 0

− 1
2x

tB̂2x− xtβ̂2 − β̂02 + 1000 + 1.5S2 ≤ 0
1
2x

tB̂3x+ xtβ̂3 + β̂03 − 600 + 1.5S3 ≤ 0 y
− 1

2x
tB̂3x− xtβ̂3 − β̂03 + 400 + 1.5S3 ≤ 0

− 1
2x

tB̂4x− xtβ̂4 − β̂04 − 75 + 1.5S4 ≤ 0 y
− 1

2x
tB̂4x− xtβ̂4 − β̂04 + 60 + 1.5S4 ≤ 0.

Preferentemente se busca que el múltiplo de la desviación
estándar sea de 3, pero la solución a este problema dio lugar
a encontrar regiones donde no existe una solución común. La
solución de este problema se puede alcanzar utilizando Mat-
lab mediante la la función fmincon. El punto óptimo que se
generó con su correspondiente respuesta optima es:

Óptimo xo = (0.39, 0.98,−1.0)

Respuestas Ŷ1(xo) = 138.10

Ŷ2(xo) = 1421.5

Ŷ3(xo) = 422.85

Ŷ4(xo) = 70.50

Esta solución satisface las restricciones y además cada
una de estas respuestas está a 1.0 desviaciones estándar del
valor óptimo de la respuesta.

Agradecimientos
Al Consejo de Ciencia y Tecnología de Guanajuato por su
apoyo al convenio 06-02-K117-87.

Referencias
[1] Ames, A. E., Mattucci, M., Stephen, M., Szonyi, G. and

Hawkins, D. M. (1997). “Quality Loss Functions for
Optimization Across Multiple Response Surfaces”. Jour-
nal of Quality Technology 29, pp. 339-346.

[2] Box, G. E. P. and Draper, N. R. (1987). Empirical Model
Building and Response Surfaces. John Wiley & Sons,
New York, NY.

[3] Box, G. E. P. and Wilson K. B. (1951). On the experi-
mental Attainment of Optimum Conditions (with dis-
cussion), J. Roy. Statist., Soc., B13, 195-241.

[4] Castaño T. E. y Domínguez D. J. (2010). Diseño de Ex-
perimentos: Estrategia y Análisis en Ciencia y Tecno-
logía. UAQro., CIMAT, México..

[5] Del Castillo, E., Montgomery, D. C. and McCarville, D.
R. (1996). “Modified Desirability Functions for Multi-
ple Response Optimization”. Journal of Quality Tech-
nology 28, pp. 337-345.

[6] De la Vara, S.R. y Domínguez, D.J. Métodos de Super-
ficie multi-respuesta: Un Estudio Comparativo. Revista
de Matemática: Teoría y Aplicaciones 2002, 9(1): 47-
65.

14 SOCIEDAD MATEMÁTICA MEXICANA



[7] Domínguez, D.J y Rocha, M.R.M. Optimización multi-
respuesta en Procesos Industriales: Una propuesta Grá-
fica. Memorias del XVIII Foro Nacional de Estadística.
2004, 13-20Derringer, G. and Suich, R. (1980). “Simul-
taneous Optimization of Several Response Variables”.
Journal of Quality Technology 12, pp. 214-219.

[8] Derringer, G. (1994). “A Balancing Act: Optimizing a
Product’s Properties”. Quality Progress pp. 51-58.

[9] Derringer, G. and Suich, R. (1980). “Simultaneous Op-
timization of Several Response Variables”. Journal of
Quality Technology 12, pp. 214-219.

[10] Harrington, E. (1965) The Desirability Function. Indus-
trial Qualty Control, 21, 494-498.

[11] Jang, J. S.R., Sun, C. T. and Mizutani, E. (1997). Neuro-
Fuzzy and Soft Computing. Prentice Hall, London.

[12] Jeong, I. J. and Kim, K. L (2003). Interactive Desirabili-
ty Function Approach to Multi-Response Surface Opti-
mization. International Journal of Reliability, Vol. 10,
No. 2 205-217.

[13] Kros, F.J. and Mastrangelo, C.M. Comparing Multi-resp-
onse Design Methods with Mixed Responses. Qual. Re-
liab. Engng. Int. 2004, 20: 527-539.

[14] Kumar, P. and Goel, P. (2002) Product Quality Opti-
mization Using Fuzzy Set Concepts A Case Study. Qual.
Eng., 15(1), 1-8.

[15] Khuri, A. I. and Conlon, M. (1981). “Simultaneus Opti-
mization of Multiple Responses Represented by Poly-
nomial Regression Functions”. Technometrics 23, pp.
363-375.

[16] Khuri, A. I. and Cornell, J A. (1996). Response Surface,
Designs and Analysis. Marcel Dekker, Inc, New York.

[17] Khuri, A.I. (1993). Advanced Calculus with Applica-
tions in Statistics. John Wiley, New York.

[18] Luenberger, D.G. (2003). Linear and Non Linear Pro-
gramming, 2nd Ed. Kluver Academic Publishers, Bost-
on.

[19] Myers, R. and Montgomery, D.C. (2002). Response Sur-
face Methodology: Process and Product Optimization
Using Designed Experiments, Wiley Series in Proba-
bility and Statistics. New York.

[20] Nelder, J.A. and Mead, R. (1965). A Simplex Method
for Function Minimisation. Comp. J., 7, 308-313.

[21] Nocedal, J. and Wright, S.J. (1999). Numerical Opti-
mization. Springer, New York.

[22] Ortiz, F. Simpson, J. and Pignatiello, J. (2004). A ge-
netic Algorithm Approach to Multiple-Response Opti-
mization. Journal of Quality Technology 36 No. 4, pp.
432-450.

[23] Schmidt, R.H., Illingworth, B.L., Deng J.D. and Cornell
J.A. (1979). Multiple Regression and Response Surface
Analysis of the Effects of Calcium Chloride and Cys-
teine on Heat-Induced Whey Protein Gelation, J. Agric.
Food Chem., 27, 529-532.

[24] Tseo, C. L., Deng, J.C. Cornell, J.A., Khuri, A.I. and
Schmidt, R.H. (1983). Effect of washing treatment on
quality of minced mullet flesh. J Food Sci 48, pp 163-
167

[25] Yoon, K, Hwang, C.L. (1995). Multiple Attribute Deci-
sion Making: An Introduction; Sage, California.

CARTA INFORMATIVA 15



l Dr. Peter Seibert Kopp Profesor-Investigador de
la UAM-Iztapalapa y Nivel III del SNI, pisó tierras
mexicanas por primera vez, hace 51 años y hoy a
manera de homenaje en su primer aniversario de su

fallecimiento nosotros quienes fuimos sus estudiantes, quere-
mos compartir unas palabras acerca de lo que fue su vida.

Peter en Moscú, 13 Abril de 1928.

Peter nació el 13 de abril de 1927 en Münich, Baviera,
Alemania, y murió en México el 13 de agosto de 2009. Hi-
jo primogénto de Katherine Kopp (15.10.1902–23.12.1983) y
Theodor Seibert (27.07.1896-1945). Theodor desaparició du-
rante la Segunda Guerra Mundial, no se sabe la fecha exacta
de la última vez que se le vió. Peter, tuvo una hermana, Ursu-
la (1935-1952), dos hermanos, Urlich (1930-2002) y Dieter
(1940–) quien actualmente vive en Alemania es periodista,
fotógrafo y autor de varias revistas de montañismo. Peter pro-
creo un hijo, Diego Alejandro Seibert Lee (1974-), es resi-
dente chileno.

Peter conservó en un cuaderno de apuntes, sus origenes
familiares y geográficos desde 1607 hasta el 2009.

Vivió en Inglaterra desde la edad de los cinco años y ahí
aprendió a leer y escribir simultáneamente el Inglés y Alemán.

Peter cursó su educación elemental en Alemania llevando
como formación complementaria el griego y el latín en un
grupo especial de niños avanzados.

Durante los últimos meses de la Segunda Guerra mundial,
Peter fue reclutado contra su voluntad en un barco, para tra-
ducir mensajes del Inglés al Alemán y viceversa. Al finalizar
la guerra el 7 de mayo de 1945, Peter y otros, caminaron desde
su ubicación por más de treita días esquivando el fuego de las
fuerzas aliadas enemigas y de lo que quedaba de las fuerzas
alemanas, para reunirse con los suyos. Fueron días aciagos de
hambre y de horror que determinaron que Peter llevara una
vida austera hasta el final de sus días.

Durante el verano de 1945 de posguerra, Katherine Kopp
fué la primera de la familia de Seibert que pudo viajar a Berlín.
Ella pasó por la casa de Constantin Carathéodory, emeritus de
la Universidad de Múnich. Le contó que tenía un hijo que se
interesaba por “las matemáticas y cosas por el estilo". Cara-
théodory estuvo de acuerdo en recibir al hijo mencionado.
Poco tiempo después, Peter llegó a Múnich, visitó a Cara-
théodory y fué aceptado como alumno desde el primer mo-
mento. Carathéodory le dió como primera lectura una edición
de sus “Reelle Funktionen"(Funciones Reales), un libro pen-
sado para estudiantes de un nivel más avanzado que el de un
principiante sin estudios universitarios como era el caso de
Peter en ese momento. Antes de conocer a Carathéodory, Pe-
ter era un estudiante autodidacta de las matemáticas pero no
de manera ordenada y estaba a punto de ingresar a la univer-
sidad.

Seibert inició su doctorado en la Universidad de Múnich
en septiembre de 1949 bajo la dirección de R. König (alumno
de D. Hilbert) y O. Perron, como su “segundo referente". Lo
concluyó once meses después, el 4 de agosto de 1950 con una
calificación magna cum laude. En su tesis doctoral inventó
un método geométrico para resolver el problema de Dirichlet
para la ecuación de Laplace en ciertos casos simples.
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C. Carathéodory, profesor de Seibert.

Además de haber sido alumno de C. Carathéodory, tam-
bién lo fué de E. Hopf, H. Tietze y A. Pfluger entre otros
matemáticos importantes.

O. Perron, co-director de tesis doctoral de Seibert.

En julio del año 2000, Peter viajó a Múnich para recibir
su doctorado de oro. El cual es un reconocimiento que otorga
la Universidad de Múnich a sus egresados que han alcanza-
do notables progresos en su formación doctoral a lo largo de
50 años. Regresó a sus actividades académicas a la UAM-
Iztapalapa con notoria alegría dibujada en su rostro. Nada le
hubo causado más satisfacción como sus logros académicos.

Peter tuvo sus primeras posiciones académicas y de in-
vestigación en Alemania, en las universidades de Giessen,
Wuerzburg y en el Centro de Investigación de la Universidad
de Wuerzburg y originalmente se especializó en la teoría de
funciones de variable compleja, poniendo énfasis en las su-
perficies de Riemann. Entre otros resultados, resolvió un pro-
blema propuesto por S. Mazurkiewicz, dando el primer ejem-

Seibert: 1954.

plo conocido hasta ese momento de una superficie de Rie-
mann con frontera bidimensional [Proc. Nat. Ac. Sci. USA
45(1959)].

Peter en colaboración con J. André, desarrolló la primera
teoría matemática de sistemas de control discontinuos. [Archiv
d. Math. 7 (1956)] y el concepto de robustez también apareció
por primera vez en este contexto [Proc. 1st Int. Congr. IFAC
(Moscow) 1960].

En 1958 Peter dirigió su investigación hacia la teoría de
la estabilidad en los sistemas dinámicos, después de que en
febrero de ese mismo año, se entrevistó en París, Francia, con
Solomon Lefchetz y lo invitó a trabajar en el Research Insti-
tute for Advanced Studies (RIAS), Baltimore, USA., 1958-
63, en donde colaboró principalmente con S.Lefchetz, J.P. La
Salle y L.Cesari. Eso le permitió viajar con ellos por primera
vez a México en septiembre de 1959, para asistir a un Sym-
posium de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias y sus Aplica-
ciones que tuvo lugar en la Ciudad Universitaria de la UNAM,
del 7 al 13 de septiembre.

Peter disfrutó de esa visita a México y retornó una y otra
vez, hasta quedarse para siempre. Primero, de 1963 a 1964
en el CINVESTAV del Instituto Politécnico Nacional por in-
vitación de José Adem; regresó a las Universidades de Yale y
de Brown USA, 1964-65 y volvió a México, a la Escuela Su-
perior de Física y Matemáticas del Instituto Politécnico Na-
cional (ESFM-IPN). En la ESFM-IPN, impartió los cursos
de Análisis Matemático Real, teoría de Funciones de Varia-
ble Compleja, teoría de Ecuaciones Diferenciales y Sistemas
Dinámicos. Tuvo entre sus estudiantes entre otros a Ernesto
Lacomba Zamora, actual Profesor Distinguido de la UAM-
Iztapalapa. En los años 1966-1971 dirigió un seminario sem-
anal sobre Sistemas Dinámicos en el Instituto Mexicano del
Petróleo. Durante ese periódo dirigió las tesis profesionales
de licenciatura en matemáticas de Antonio Rivera Figueroa y
Roberto Acosta Abreu [Carta Informativa SMM, No. 59 Ene-
ro 2009, p.p. 7-10].
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En 1971, Peter partió hacia la Universidad Católica de
Chile (Santiago), 1971-1975 y dirigió la tesis doctoral de Pablo
M. Salzberg (1985). Luego, fué hacia la Universidad Simón
Bolívar, Caracas, Venezuela, 1975-1978. De ahí, hacia la Uni-
versidad Centro Occidental “Lisandro Alvarado", Barquisime-
to, Venezuela, 1978-1985 y dirigió la tesis doctoral de Ramón
Gómez (1985). Finalmente, en 1987 regresó a México al De-
partamento de Matemáticas de la Universidad Autónoma Me-
tropolitana- Iztapalapa. Ahí dirigió la tesis doctoral de Luis
Aguirre Castillo (2003) y la tesis de maestría en matemáticas
de Ricardo Hernández López (2006).

Peter usó un argumento de inducción y dió la primera
demostración del principio de persistencia de la estabilidad
asintótica bajo perturbaciones [Proc. Int. Symp. (Colorado
Springs),1961]. Este resultado ha sido una herramienta útil
para cimentar una teoría más general de bifurcaciones del tipo
Hopf.

Peter con J. Auslander, desarrollaron la teoría de la es-
tabilidad de sistemas dinámicos combinando la teoría de las
prolongaciones de Poincaré con la teoría clásica de A.M. Lya-
punov [Ann. Inst. Fourier (Grenoble)14 (1964)].

Peter en colaboración con P. Tulley, dió la primera de-
mostración puramente topológica del clásico teorema de Poin-
caré-Bendixson sobre sistemas dinámicos en el plano [Archiv
d. Math.18(1967)]. También dió una condición necesaria y
suficiente para la estabilidad bajo perturbaciones persistentes,
complementando trabajos anteriores de I.G. Malkin y otros
[Acta Mex. Sci. Tech.2 (1968)].

Parcialmente y en colaboración con su estudiante de doc-
torado P.M. Salzberg y G. Dankert, Peter estableció una teoría
abstracta de la estabilidad de Lyapunov, culminando con una
condición necesaria y suficiente para la existencia de una fun-
ción de Lyapunov (generalizada) en presencia de un atractor
[Nonlin. Phenom. in Math. Sci., Acad. Pr., 1982].

En 1968, en respuesta a un problema propuesto por J.S.
Florio, Peter inventó un método para reducir el problema de la
estabilidad de un sistema compuesto de subsistemas al proble-
ma correspondiente para los subsistemas, aplicando un prin-
cipio que llamaremos El principio del umbral de Seibert. En
contraste con otras contribuciones anteriores a este problema,
el método de Seibert no depende de la parte lineal del sistema
en cuestión y por lo tanto, arroja resultados tanto locales como
globales. Esto permitió a Peter y colaboradores dar la primera
demostración de la estabilidad asintótica global de un sistema
de ecuaciones diferenciales parciales aplicando un principio
de reducción [Annali Mat. pura appl. (IV) 168 (1995); Bol.
Soc. Mat. Mexicana (3) 3 (1997)]. Estos resultados han tenido
aplicaciones relevantes en la teoría de control, en aquellos sis-
temas no lineales en los cuales tiene que ver el problema de
la estabilización.

Peter, colaboradores y estudiantes, desarrollaron dos teo-
rías de bifurcaciones en sistemas dinámicos que generalizan
la clásica bifurcación de (Poincaré-Andronov-) Hopf. Una de
éstas cubre aquellas bifurcaciones que surgen de equilibrios
estables (o conjuntos invariantes), mientras que la otra con-
sidera aquellas bifurcaciones que surgen de equilibrios inesta-
bles tales como puntos silla (o conjuntos). La primera de ellas

extiende los resultados de F. Marchetti et al., la segunda no
había sido estudiada sistemáticamente hasta ese momento. El
punto principal consiste en la observación de que la bifur-
cación no depende del espectro de la parte lineal del sistema,
como se había pensado previamente, si no más bien de prin-
cipios de persistencia dinámica más generales de naturaleza
topológica. [ Para un resumen de todos estos resultados ver
Univ. Jagellon. Acta Math. 36 (1998).] Desde 1993 hasta su
muerte en 2009, Seibert compartió con Juan Héctor Arredon-
do Ruíz, una estrecha colaboración en la búsqueda de ejemp-
los en el campo de las ecuaciones diferenciales parciales.

Peter también contribuyó a la conceptualización de la ma-
temática moderna, extendiendo los filtros de Bourbaki a cuasi-
filtros, introduciendo un concepto dual para la relación de
“fineza.entre (cuasi-)filtros en la forma de “dominación"(para
conseguir la formalización de las propiedades de acotamien-
to) e introduciendo una notación para ambos casos que per-
mite un enorme ahorro de cuantificadores. Cabe destacar que
en trabajos recientes publicados en Rusia, aparecen ya en el
Summary expresiones como “sistemas generales en el sentido
de Seibert". También se usa la notación inventada por él.

Un rasgo común que tienen los trabajos de Peter, es la
búsqueda de desentrañar, los principios más recónditos que
son la base de las teorías matemáticas. Su mensaje principal
a lo largo de los últimos años, fue que, después del dominio
casi exclusivo de cálculo y sus ramificaciones en matemáti-
cas durante tres siglos, vale la pena considerar otros puntos de
vista. El demostró que se puede hacer bastante al desarrollar
en la forma de unas teorías abstractas mediante el uso de la
topología elemental de espacios métricos, y luego aplicar los
resultados a problemas concretos donde los métodos conven-
cionales fallan. Un ejemplo de esto son los trabajos [Global
Stabilization of nonlinear cascade systems, Systems and Con-
trol Letters 14 (1990), 347-352 (con R. Suárez)] y [Global
stabilization of a certain class of nonlinear Systems, Systems
and Control Letters 14 (1990), 17-23 (con R. Suárez)].

Los trabajos de Peter han aparecido en las revistas de 11
paises en cinco idiomas: Alemán, Inglés, Francés, Ruso y Es-
pañol. Han tenido un fuerte impacto en Rusia, particularmente
en la escuela de control de Moscú e Italia. Su influencia se ex-
tiende hasta China en donde se han enfocado a retomar el es-
tudio de los conjuntos límite prolongacionales, introducidos
por Seibert.

Peter fue un viajero incansable. Alguna vez estando en
Caracas, llegó a la conclusión que no se puede entender la
época actual sin conocer la historia. Entonces se volvió es-
tudioso de la Geografía Física y Humana y de la Historia.
Pensó que es lamentable, cultivar, durante toda la vida, una
sola potencialidad, en detrimento de todas las demás que uno
pueda poseer. Por eso, además de sus trabajos en matemáti-
cas se ocupó de dos aspectos relevantes en la lingüistica. Por
un lado la construcción del primer lenguaje completamente
sintético, WUXI [Cemanáhuac 5 (1992)]. Y por otro lado, el
desarrolló un método fonemoestadístico para la comparación
de lenguajes. El siguió escribiendo sobre conjuntos atractores
porque según él, nada es más tedioso que la espera.
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Más allá de sus actividades científicas, Peter se dedicó en-
tre otras cosas al alpinismo, la fotografía de paisajes y la fo-
tocomposición.

A partir de diciembre de 1994, tras los acontecimientos
por un lado, de la llamada Guerra del Golfo Pérsico inicia-
da con la invasión iraquí a Kuwait el 2 de agosto de 1990,
nombrada en Irak, "La Madre de todas las batallas 2culmina-
da en 1991. Y por otro lado, los acontecimientos sangrientos
en Chechenia (la primera guerra chechena (1994-1996) y la
segunda guerra chechena (1999-2002) para frenar las tenden-
cias separatistas en la Federación Rusa y garantizar la varian-
te rusa de los oleoductos que cruzan por el Cáucaso. Peter
comezó a dibujar en acetatos sus impresiones de estos horro-
rosos acontecimientos mundiales, los cuales posteriormente
fueron digitalizados e impresos. En esto dibujos, predominan
ejercitos de mujeres amazonas con sus cuerpos mutilados em-
puñando espadas y lanzas dispuestas al ataque. ¿Por qué plas-
mó el cuerpo desnudo de una mujer de esta manera? Porque
estamos viviendo en un mundo en el cual los paises con el
mayor poderío militar pueden hacer de la población lo que le
venga en gana. No hay poder humano que los detenga cuando
ellos han decidido aplastar al que afecte sus intereses. De mo-
do que estamos indefensos como parte de esta enorme masa
humana. El cuerpo desnudo de la mujer representa esa inde-
fención de las grandes masas ante el poder de un estado opre-
sivo. ¿Por qué una mujer? La razón fundamental es porque a
lo largo de toda la Historia en las grandes batallas que han li-
brado hombres contra hombres, quien ha fracazado ha llorado
su derrota en el regazo de una mujer, sea la esposa o la madre.
Su trabajo artístico tuvo varias exhibiciones, incluyendo una
en el Museo Nacional de Culturas Populares de México, de la
ciudad de México.

En sus propias palabras escribió lo siguiente: LA FIGURA
FEMENINA EN UN MUNDO CONFLICTIVO: EL MUNDO
ACTUAL CON LA MÁSCARA DE LA HIPOCRECÍA QUITA-
DA. El 26 de abril de 1937 la aviación facista arrasó a la
ciudad vasca de Guernica (en vascuence:Gernica), aconte-
cimiento que impulsó a Pablo Picasso a crear su Guernica,
obra fundamental que iba a ser la más famosa de la época.

En lo que se refiere al momento histórico actual, se puede
decir que “Gernica"se ha convertido casi en un estado per-
manente. Piénsese solamente en la agresión reciente contra
Líbano (y ataques paralelos contra la franja de Gaza).

El que escribe estas páginas no es un artista por forma-
ción. Pero una persona que siente, igual como el genio es-
pañol, una necesidad interna de reaccionar ante eventos ex-
ternos tan iquietantes como los que vive el mundo en estos
tiempos, y por esta razón sintió un deseo imperativo de in-
ventar una técnica de expresión pictórica propia, y de desa-
rrollar un estilo que se puede llamar “ realismo simbólico",
que le permite expresar sus sentimientos ante dichos acontec-
imientos. No queriendo usar un lenguaje muy directo, para no
caer en un tono demasiado burdo, se le ofreció el camino de
decir cosas valiéndose de un discurso simbólico. Es por eso
que se presenta la necesidad de explicar aquí la simbología
usada en las imágenes presentadas, para que el espectador
entienda lo que quieren expresar.

Primero ¿ Por qué la concentración en la figura femeni-
na(la cual alude el título)? Las razones son varias. Influye el
rechazo de los papeles rígidos asignados tardicionalmente a
los sexos, mismo que ya se encuentra en la raíz del antiguo
mito de las amazonas las cuales forman uno de los temas de
la exposición.

En el antiguo mito de las amazonasa se nos presenta el
tipo de la mujer aguerrida que tanto ha motivado a muchos
artistas de diferentes épocas. Por esto hemos elegido a es-
tas mujeres mitológicas como símbolo de la resistencia de los
pueblos agredidos.

¡Mujeres amazonas al ataque!

Las amazonas que pelean aquí pelean con armas antiguas
(sobre todo espadas); con esto aludimos al carácter primitivo
de los medios disponibles para los movimientos de resisten-
cia, en comparación con las armas supersofisticadas y su-
perdestructivas de las que disponen sus adversarios. Además,
ellas luchan desnudas, con lo cual queremos expresar dos
cosas: por una parte, el estado de desprotección en el que
ellas se encuentran frente al enemigo, y su falta de recursos.
Per también, y aún más significativo, la desnudez simboliza
el espiritu de entrega total a la causa, dejando atrás con la
ropa y el calzado toda reserva que podría disminuir su fervor
combativo.

Las referencias a otras épocas, por ejemplo a la inquisi-
ción, sirven para subrayar las paralelas con los tiempos ac-
tuales; la esencia de las cosas no ha cambiado. Siempre existe
la tendencia de dividir el mundo en “bien 2“mal", y siem-
pre dominan los intereses concretos, aunque usen diferentes
disfraces y se sirven de diferentes medios para alcanzar sus
metas. Claro que hoy no hay hogueras, en cambio ciudades
enteras son convertidas en tales (por ejemplo en el caso re-
ciente de la ciudad iraquí de Falluja).

El jueves 31 de julio de 2009, entregó a uno de sus co-
laboradores, un decálogo de sus principales contribuciones
matemáticas originales: 1. La solución del problema del Dirich-
let en los casos simples aplicando mapeos conformes (tesis
doctoral, 1949); 2. La aplicación de gráficas valuadas para la
representación de superficies de Riemann ramificadas sobre
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Seibert: Genealogía matemática, Sala de Seminarios AT-318 Depto. de Matemáticas UAM-I, Noviembre 2008.

un número infinito de puntos (1952); 3. Una forma de cons-
trucción de superficies de Riemann con frontera isométrica
a un conjunto cerrado dado sobre la esfera (1957); 4. La de-
mostración de la persistencia de la estabilidad asintótotica ba-
jo perturbaciones usando un argumento de inducción (1958);
5. La robustez de sistemas de control (1959); 6. Las pertur-
baciones prolongacionales ( 1959); 7. El principio general de
reducción vía el “umbral.o el principio del umbral de Seibert
para la estabilidad en sistemas semidinámicos (1968); 8. Los
cuasifiltros (dos relaciones duales) ( 1972-74); 9. Una condi-
ción necesaria y suficiente para la existencia de la función
de Lyapunov para atractores vía el “conjunto final"(1977) y,
finalmente, 10. La bifurcación de equilibrios inestables o con-
juntos invariantes basado en la persistencia de la inestabilidad
(1984).

Una vez leido este decálogo, dijo pensativo que en esto y
más de doscientas citas de sus trabajos, es lo que resume lo
que había sido la mayor parte de su vida. Pero, entre todas
estas aportaciones, la que consideró como la más importante
es la del punto 7., y agregó, “No siguiendo caminos usuales
descubrí vías alternas que me llevaron a cosas nuevas..."

El 13 de agosto de 2009 a la una de la madrugada, se le hi-
zo llegar las memorias del Symposium Internacional de Ecua-
ciones Diferenciales Ordinarias, celebrado en la Ciudad Uni-
versitaria de la UNAM, en septiembre de 1959, al que asistió
en su primera visita a México. Las estuvo solicitando todo
el día anterior con mucha insistencia, para él era muy impor-
tante esa fecha y rememoró con elocuencia aquél evento. En
seguida, entregó a uno de sus colaboradores un manuscrito
sobre sistemas semidinámicos en espacios abstractos que es-
tuvo trabajando durante sus últimos días, para ser concluido
por el grupo de trabajo. “Justo a tiempo he terminado lo que
me corresponde", dijo. Días atrás había comentado que siem-
pre quería romper con ese mito de que un matemático viejo ya
no era productivo. Clavó una extraña mirada, como querien-
do decir algo más pero se despidió. A las cinco y media de
la madrugada sufrió un paro respiratorio. Luego, a las 16:10
horas del mismo día, sucumbió ante esa experiencia sobre la
cual nadie narrará jamás: la muerte.

México, D. F., 19 de julio 2010
Antonio Rivera Figueroa y
Luis Aguirre Castillo.
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