Optimizacion Estadistica
de Procesos Multi-Respuesta

1. Introduccion

s comun que en diferentes dreas de estudio se con-
sideren problemas representados por muchas carac-
teristicas de interés, y éstas estén en funcién de un
conjunto de factores de control. Para obtener el valor
de respuesta de esas caracteristicas se recurre a una estrategia
experimental. El tipo de disefio que se utiliza involucra la se-
leccién de un conjunto de factores de interés tal que la combi-
nacién de sus valores corresponda de la mejor manera a todas
las caracteristicas de un producto. A este proceso se le conoce
como un disefio de optimizacién multi-respuesta, ya que las
caracteristicas de interés se definen para varias respuestas.
En particular en procesos de cardcter industrial es impor-
tante tener modelos matemdticos para explicar una o varias
caracteristicas, llamadas respuestas, de calidad de un produc-
to. La finalidad del modelo es estudiar la relacion entre k fac-
tores X = (Xi,..., X) (variables de control) y r respues-
tas y = (y1,...,Yr), para cada una de las cuales se propone
un modelo. En este trabajo se consideran modelos lineales o
cuadraticos. El modelo cuadritico general para dos factores y
dos respuestas es

= 30+B1X1 +B1X2 +312X1X2+311X12+§22X22, (D

Uo = Qo+a1 X1 +01 Xo+012X1 Xo+a11 X +092 X5, (2)

La informacién que se genera para construir estos modelos se
obtiene mediante disefio de experimentos [4]. Una vez obteni-
dos, los modelos son evaluados mediante técnicas estadisticas
de minimos cuadrados 0 mdxima verosimilitud. Si los valores
Bi2, Bi1, B2z, 12,011 y Qa2 son estadisticamente significa-
tivos iguales con cero entonces los modelos son lineales. Uti-
lizando los modelos (1) y (2) se pueden plantear diferentes
modelos de optimizacidn, por ejemplo:

Optimizar

Sujeto a y2 < [, donde [ es un valor de interés en estudio

X esté en la region experimental.
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Este planteamiento es una aplicacién interesante de las
matematicas a problemas de programacion lineal y optimiza-
cién [21], ya que los modelos proceden de proyectos de in-
terés en ingenieria o de situaciones reales en procesos in-
dustriales. La programacion matemadtica se usa para la toma
de decisiones en varios niveles gerencia, produccién, entre
otros en estos casos se emplean las funciones objetivo y res-
tricciones. En problemas reales hay términos en los que las
funciones expresan cuestiones tales como ganancias y pér-
didas, y las restricciones formulan temas relacionados con
la inversion. En la actualidad existen diferentes lineas de in-
vestigacion en optimizacién dindmica, teoria difusa, algorit-
mos géneticos, entre otros, para estudiar el modelo de op-
timizacién (3). En resumen, el objetivo es definir un con-
junto de factores X que proporcionen la mejor mediacién
simultdnea de las r respuestas. A continuacién se hard una
breve presentacion del problema de optimizacion para varias
respuestas.

Una aproximacién comtn para resolver problemas de di-
sefilo multi-respuesta es la siguiente; inicialmente las variables
de respuesta individuales son modeladas para crear una super-
ficie de respuesta de un disefio experimental. A cada variable
de respuesta se le aplica una transformacion de tal manera que
todas las respuestas se puedan combinar en una sola funcién
Ilamada funcién objetivo. A partir de ahi se varian los nive-
les de los factores de forma tal que se puedan cumplir de la
mejor manera los 6ptimos individuales hasta alcanzar un 6p-
timo global z, = (x10,...,Zro). Aqui la palabra 6ptimo se
usa como referencia para considerar los valores més acepta-
bles o mds deseables de las respuestas con respecto a cier-
tas condiciones. El proceso de optimizacion multi-respuesta
tiene aplicacién en muchas dreas del conocimiento y con ma-
yor frecuencia en problemas de disefio en ingenieria [1]. La
optimizacién multi-respuesta requiere encontrar caracteristi-
cas de las variables de control que generen un 6ptimo, o un
valor cerca del 6ptimo, tal que produzcan los mejores valo-
res para cada una de las respuestas que se estdn considerando.
Las técnicas de optimizacion multi-respuesta se pueden estu-
diar mediante métodos graficos y analiticos.
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La utilidad de la graficacién multi-respuesta se discute en
[6], ahi se presentan y comparan las ventajas y desventajas de
la técnica gréfica con algunos métodos analiticos. Una de las
ventajas del método grafico es que permite generar varios es-
cenarios de posibles soluciones 6ptimas [7], una linea abierta
en esta direccion es incorporar la graficacién dindmica.

Otros caminos que han ido ocupando la atencién de los in-
vestigadores en la optimizacién multi-respuesta tiene que ver
con las técnicas multi-objetivo, las de l6gica difusa y algorit-
mos genéticos, las que se sefialan a continuacion.

En problemas de optimizacién multi-objetivo, es raro en-
contrar que las soluciones éptimas den lugar a que todas las
respuestas cumplan con su valor 6ptimo. Al estudio de res-
puestas con ciertas metas establecidas se puede aplicar la fun-
cién de deseabilidad o la de légica difusa [13]. Esta teoria
proporciona un camino natural para tratar problemas en los
cuales la fuente de imprecision es la ausencia de criterios bien
definidos.

Cuando el nimero de variables crece atin de manera mo-
derada en sus factores de control y de respuestas, los algo-
ritmos de optimizacién convencional pueden fallar para en-
contrar un 6ptimo global. Una aproximacién alternativa es un
procedimiento de busqueda heuristica tal como el de los algo-
ritmos genéticos mediante la 16gica difusa [22].

Este trabajo tiene por objetivo desarrollar el modelo de
optimizacién multi-objetivo utilizando métodos de programa-
cién lineal para obtener un éptimo global. También se presen-
tan varios planteamientos de optimizacién que reducen el pro-
blema de multi-respuesta a una funcién simple. Se consideran
cinco funciones simples para encontrar un 6ptimo global, y se
utilizan técnicas graficas como complemento de optimizacion
para resaltar soluciones alternativas. Se hace una evaluacién
comparativa de los resultados que se alcanzan a través de las
cinco funciones. Dentro de estas cinco funciones que se es-
tudian, una se plantea en el contexto de logica difusa. La es-
trategia de esta presentacion consiste en hacer el planteamien-
to tedrico del tema a tratar e ilustrar mediante ejemplos.

2. Optimizacion multi-objetivo

2.1. Descripcion del problema

El disefio de experimentos se ha aplicado de manera impor-
tante para mejorar la calidad de procesos y productos y adi-
cionalmente para hacer que estos productos sean robustos ante
condiciones extremas.

La informacién se genera mediante un esquema experi-
mental, y se presenta mediante una matriz D (n x k), donde n
es el nimero de combinaciones (tratamientos), de valores de
los k factores (X7, ..., Xi). Las X s son variables de entrada
al proceso, y pueden ser numéricas (continuas o discretas), o
no numéricas (ordinales o nominales). Por ejemplo, para un
proceso especifico, si un factor es la temperatura, entonces la
variable correspondiente X puede tomar valores entre 30 °C
y 120 °C. Por lo general en una estrategia experimental s6lo
se toman dos o tres valores entre ese rango.
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Existen varios esquemas experimentales que se pueden
utilizar, tales como, disefios factoriales, disefios factoriales
fraccionados, disefio Box - Behnken, disefio central compues-
to y disefios ptimos, entre otros [2]. Suponga que se tienen r
respuestas para cada una de las n combinaciones. Con la in-
formacién generada por el experimento se pueden modelar de
manera individual cada una de las r respuestas. Por lo general
estos modelos son lineales y de forma cuadrética y estdn en
funcién de los k factores. Asi para r respuestas se tienen r
modelos. El j—ésimo modelo, un polinomio de grado s, para
la respuesta Y se escribe como:

Y; = Zx)8; +¢e5,  j=1,..m “)
donde Z(x) es una matriz de orden (n X ¢), que representa a
los n tratamientos, ¢ elementos que consisten en un término
constante, en potencias y productos de potencias (mayor igual
al). Parael caso s = 2,

Z(:ZJ) = (17X15 [ Xk7X125 [ Xlga
X1 X9, X1 X3, .., X1 Xy)

y
35 = (Bjo, Bj1s -

Para el caso s = 2, el modelo (4) se puede reescribir como:

t
s Biks Birts s Bkks B2, 8135 s Bik—1k)"-

Z(x)8; = Bjo + XB; + X'B; X, j=1,...,1, (5
donde X! = (X1, ..., X}) es un vector de k variables de con-
trol, B es constante, 3¢ = (41, ..., 8;) un vector de paré-
metros y B = (f11, -, B1k, Bk1s ---» Bkk) Una matriz simétri-
ca de pardmetros de segundo orden. En esta situaciéon ¢ =
@ + 1, corresponde al nimero de términos: constantes,
lineales y de segundo orden; €; es una variable aleatoria. La
teorfa que se expondrd en esta presentacién se hard bajo el
supuesto de que ¢; sigue una distribucién normal con me-
dia cero y varianza JJZ, es decir: €5 ~ N (O,ajz»). Es tam-
bién relevante considerar esta temdtica de optimizacién multi-
respuesta para el caso de que esta variable aleatoria ¢; siga
una distribucién de probabilidad no-normal.

El problema consiste en determinar la combinacién de los
factores que produzca el 6ptimo global, es decir que todas las
respuestas den su "mejor"valor. Generalmente, el problema

de programacién multi-objetivo se plantea como sigue:

Optimizar Y.
Sujeto a Ys = 04,

(6)

YVT = Or—17
xeR, R : regién experimental,

donde los valores O; (j = 1, ..., — 1) representan considera-
ciones importantes o restricciones para las respuestas y cada
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Y; es un vector de observaciones en los n tratamientos. Un
planteamiento mas general del problema de optimizacién en
presencia de j objetivos O; flexibles j =1, ...,r y [ restric-
ciones g;(x) en esta presentacion se utiliza el caso zeR, R :
region experimental, asi:

Optimizar
Sujeto a

[Yla }/27 "'aYT]v

gi(x),1=1,2,...,m. )

Como resultado de la estrategia experimental los modelos
Y; se sustituyen por los mejores modelos que genera el méto-
do de minimos cuadrados, [2] y [16] y el j-ésimo modelo de
manera simplificada se expresa por:

Y, = Z(x)5;. ®)

La solucién por el método de minimos cuadrados es S\j =
[(Z(z))!Z(x))"1(Z(2))'Y;, siendo Z(x) una matriz de or-
den (n x q), donde n es el nimero de tratamientos y para el
caso en que el modelo sea de segundo orden, es decir s = 2,

= @ + 1 es el numero de términos, constante, lineales,

cuadréticos e interacciones de segundo orden cada Y es un
vector de valores predichos por el modelo en los n tratamien-
tos y éstos se sustituyen en los planteamientos (6) y (7).

Ejemplo 1

Con el propésito de ilustrar el planteamiento general del pro-
blema y para mostrar el proceso de optimizacién usando los
diferentes métodos, presentaremos un ejemplo cldsico que se
ha usado con frecuencia en la literatura.

Se trata de la elaboracién de un queso y se desea cono-
cer la combinacion de los efectos de la cistina (cuajo): X,
y el clorido de calcio: X5 en la texturizacién y en las car-
acteristicas de agua-caliente dializada en una concentracién
de proteina de suero en un gel. En este proceso experimental
se aplic6 un disefio central compuesto, en el que cada fac-
tor X; (i = 1,2) tiene cinco valores, como se muestra en la
Tabla 1. Las caracteristicas de la textura son medidas por la
dureza Y7, cohesividad (coherencia) Y5, elasticidad Y3, y el
agua comprimible Yj. Este estudio fue desarrollado por [23]
y el experto en este tipo de procesos consideré como objetivo
alcanzar los médximos simultdneos para las cuatro variables.
El disefio que se utiliz6 en este estudio fue el central com-
puesto. Con el fin de brindar una mayor claridad en este es-
quema, a continuacion se presentan las caracteristicas princi-
pales de este tipo de disefio y son las que se utilizardn en esta
exposicion. Para mds informacién sobre este disefio consultar
en [19] y [16].

Diseiio central compuesto.
Este esquema experimental consiste de:

1. Un disefio factorial 2%, donde los niveles de los factores
(valores) son valores codificados, usualmente -1 y 1,
como se verd mas adelante.

2. Dos puntos axiales en los ejes de cada factor del dis-
efio a una distancia « del centro del diseflo, en total 2k
puntos.
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3. Un niimero n, de puntos en el centro del disefio (n, >
1). El total de pruebas experimentales que se realizan
en el disefio central compuesto es: 2% + 2k + n,.

La Figura 1 ilustra la disposicién de estos puntos para los
casos k = 2y k = 3. En la gréafica izquierda de la Figura 1, el
cuadro corresponde a los puntos 22, los puntos —a y « (lla-
mados puntos axiales) son los 2k = 2(2) puntos, dos puntos
axiales para cada factor y n, es el nimero de tratamientos en
el centro.

De manera andloga, en la grafica de la derecha en la Figu-
ra 1, se tiene la descripcién para tres factores. El valor de «
corresponde a las propiedades de rotabilidad del disefio 6 a la
ortogonalidad, aqui sélo se considerard la primera, en tal caso
a = +/(2%), el valor de n, se escoge también en base a estas
dos propiedades. En particular para la propiedad de rotabili-
dadn, =4sik =2yn, = 6sik = 3, los detalles originales
de este disefio los introdujeron [3].

Figura 1: Disefios central compuesto para dos y tres factores
respectivamente.

Para los datos del ejemplo 1, en la Tabla 1 se muestran
los valores reales de los dos factores. Dado que los factores se
expresan en diferentes unidades, se transforman los valores
originales mediante la ecuacion

X; — (méx(X;) + min(X;))/2
0.5 * [mdx(X;) — min(X;)]

i=1,..k (9

€Ty =

A estos x; se les conoce como valores codificados y se
muestran en el primer renglén de la Tabla 1.

X\z a=-/2 -1 0 1 a=+2
X1 Clorido de calcio 2.6 8.0 21.0 34.0 39.4
X2 Texturizacién 2.5 6.5 16.2 25.9 29.9

Tabla 1: Caracteristicas de los factores de control X.

En la Tabla 2 se describe en las columnas correspondien-
tes a x1 y zo el disefio central compuesto para dos factores y
en este caso n, = 5, en las dltimas cuatro columnas se mues-
tran los valores de las cuatro respuestas para cada uno de los
tratamientos.

La matriz Z(z) para este ejemplo corresponde a los n =
13 renglones correspondientes a los tratamientos y a las colum-
nasdela2 ala7, esdecirq = 6, (¢ = 2(2+ 3)/2 + 1).
Los resultados de minimos cuadrados para cada uno de los
4 modelos se obtiene por: 8; = [(Z(x))'Z(z)] " (Z(z))'Y;.
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Tratamiento  cte. T To T1X2 x% x% Yi Y, Y3 Y,
1 1 -1 -1 1 1 1 248 0.55 1.95 0.22
2 1 1 -1 -1 1 1 091 052 137 067
3 1 -1 1 -1 1 1 .71 067 174 057
4 1 1 1 1 1 1 41 036 120 0.69
5 1 —V2 0 0 2 0 228 059 1.75 0.33
6 1 V2 0 0 2 0 035 031 1.13 067
7 1 0 —V2 0 0 2 214 054 1.68 0.42
8 1 0 V2 0 0 2 078 051 151 057
9 1 0 0 0 0 0 150 0.66 1.80 0.44
10 1 0 0 0 0 0 166 066 1.79 0.50
11 1 0 0 0 0 0 148 066 1.79 0.50
12 1 0 0 0 0 0 141 066 1.77 0.43
13 1 0 0 0 0 0 158 066 1.73 047

Tabla 2: Esquema experimental y las respuestas en cada tratamiento.

En la Tabla 4 se muestran los coeficientes de regresion para
los cuatro modelos, lo que equivale a representar la ecuacién
(8), ademads se presenta la informacién estadistica comple-
mentaria como son el error cuadritico medio C' Mo y €l
coeficiente de determinacién R2. El primero es un estimador
de 02 y el segundo indica qué porcentaje de la variabilidad
total es explicada por el modelo. Las expresiones correspon-
dientes son:

~ -~

CM@T’I"DT(j) = (Y} - ij)t(YvJ - Y'J)/(N - q)7 (10)
y
o V=YY an
(Y; = Y;)HY; = Yy)
Solucion

En esta parte se presenta la descripcién grafica de los mode-
los para evaluar si existe alguna relaciéon entre ellos. A con-
tinuacidn se muestra los modelos ajustados por minimos cua-
drados y sus 6ptimos individuales. En la Figura 2 se muestra
la relacién entre las cuatro variables de respuesta.

Figura 2: Matriz que describe la relacion por pares entre las
cuatro variables de respuesta.

Se puede notar en la Figura 2 que existe una consistente
relacién inversa entre las variables de respuesta Y7 y Yy y
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entre Y3 y Y4, y mds leve esa tendencia entre Yo y Yy; en ese
sentido cuando se desea maximizar las respuestas Y7, Y5,y Y3
entonces Yy disminuird mas en el caso de Y; y Y3. En el con-
texto del problema, se puede decir que la respuesta Yy (el agua
comprimible) estd inversamente relacionada con las respues-
tas Y7 (dureza) Y5 (cohesividad) y Y3 (elasticidad). Ante esta
situacion se tiene que valorar la importancia de cada respues-
ta en el proceso real para ver que conviene mads, si sacrificar
la respuesta Y, o encontrar un equilibrio entre las cuatro res-
puestas. Este escenario se considerard en el procedimiento de
optimizacién simultdnea. En la fase de maximizar las respues-
tas Y7, Y5 y Y3 no hay mayor complicacién porque existe una
relacién directa entre ellas, sin embargo, es importante con-
siderar la eficiencia de los métodos de optimizacién ante la
correlacion de las variables de respuesta. Los planteamientos
de optimizacién consideran la importancia de las funciones
mediante pesos w;, los cuales se discutirdn mds adelante.

Se aplica el principio de minimos cuadrados a cada una
de las respuestas, para fijar ideas en la Tabla 3 se presenta
un resumen del reporte y andlisis estadistico para la variable
de respuesta Y;. En la columna 2 aparece el valor del coefi-
ciente que genera minimos cuadrados 8 = (X*X)~1X1'Y,
la matriz de varianza-covarianza del vector B esta dada por la
expresién Var(B) = (X*X)~152; donde, en la matriz princi-
pal C = (X'X)~152, la entrada ii es ¢;;0° y corresponde a
la varianza de B\i, el ¢ ésimo elemento de B . El error estandar
del coeficiente de regresion f3;, es ES(B;) =4/ Var(gi) =
\/(XtX);;'52, donde 52 = C'M.,ror- En la columna 3 de
la Tabla 3 estdn estos resultados, y el C' Mo = 0.040, el
cual se obtiene a partir de la expresion (10). En la columna 4,
t corresponde a un valor de la distribucién ¢ de Student N — ¢
grados de libertad y ésta se obtiene del cociente entre el coefi-
ciente de regresion y el error estandar ﬁ(@ la probabilidad
que deja a la derecha en esta distribucion es la que aparece
en la columna 5 y para evaluar la significancia este valor se
compara con un valor de referencia, establecido de manera
conveniente, « = 0.05. Si p < a, se dice que el factor corres-
pondiente es significativo, como se ha sefialado en la Tabla 3.
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(Nota: todos los célculos se redondearon a milésimas).

Término Coeficiente ES t p

constante 1.526  0.089 17.071 0.000F
1 -0.575 0.071  -8.136  0.000*
T2 -0.524 0.071 -7.417 0.000*
Z12 0.318 0.100 3.177  0.016%
x2 -0.171  0.076  -2.250 0.059#
x5 -0.098 0.076  -1.293 0.237

Tabla 3: Resumen estadistico para la respuesta Y;. * alta-
mente significativos, * significativo, # ligeramente significa-
tivo.

Un andlisis similar se hace para las otras 3 respuestas, en
la Tabla 4 se muestran los coeficientes de regresion para los
cuatro modelos y se sefiala si resultaron significativos. Cabe
observar que aunque el andlisis estadistico de los modelos lle-
va mas detalles, aqui es suficiente este resumen estadistico
para la aplicacién de la optimizacién multi-respuesta.

El modelo para la respuesta 1 es:

Yy = 1.53—0.5721 — 0.5225 +0.32z1 20 — 0.172% — 0.1023,

12)
de manera andloga se escriben los otros tres modelos. En la
gréfica derecha en la Figura 3 se muestra la superficie de res-
puesta para el modelo de respuesta Y7, a la izquierda estdn
las regiones de respuesta y las lineas que separan las regiones
son las curvas de nivel. A simple vista, se puede observar que
el maximo de la respuesta estd aproximadamente en el pun-
to ©, = (—1.41,—1.41), este punto coincide con el 6ptimo
en el proceso de optimizacién Yi (z,) = 3.178 (Tabla 5). El
optimo se obtiene mediante la derivada del modelo (12); en
general para el modelo de segundo orden z,, es

2, = —0.58'B71, (13)

donde B = (—0.575, —0.524) y B = ( —1.170.16 )

0.16 —0.10
En la Tabla 5 se presenta un resumen de los éptimos para
cada respuesta.

Figura 3: Superficie de respuesta y curvas de nivel para el
modelo Y;.

En la diagonal principal formada por las columnas 2 a la
5 en la Tabla 5 se obtienen los méximos, objetivo del pro-
blema, para cada una de las cuatro respuestas. Fuera de esa
diagonal se observan tres respuestas evaluadas en el maxi-
mo de la otra, y se puede notar que mientras una alcanza el
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Optimos Yi(zjo) Ya(zjo) Ya(xjo) Ya(zjo)
T1o= (71.417 —1.41) 3.178 0.36 1.78 0.11
w2o= (—0.58,0.26)  1.60 0.685 1.84 0.44
r3,= (—0.82, —0.54) 2.29 0.63 1.899 0.31
Tao= (1.41,—1.41) 0.29 0.37 1.04 0.815

Tabla 5: Solucién 6ptima para cada respuesta.

méximo las otras estdn distantes de su mdximo. En particular
en el ultimo renglén de la Tabla 5, mientras Y, adquiere su
mdaximo las otras tres respuestas tienen un valor lejos de su
méiximo. A .%jo", en el renglén 3 se obtiene un valor en z,
que resulta adecuado para este proceso, ya que en este caso
las cuatro respuestas muestran un éptimo global, como se in-
dicard mds adelante. En el proceso de optimizacién global se
verd si se puede obtener un mejor valor comun para las cua-
tro respuestas. El siguiente paso es encontrar el 6ptimo global
que satisfaga lo mejor posible en un maximo para todas las
respuestas.

Primero se expondran los métodos y planteamientos de
optimizacién, los primeros corresponden a lo que se compren-
derd por programacion lineal y en los segundos se considera
la construccién de una funcién de respuesta simple que repre-
sente a la multi-respuesta.

Cuando se trata con mds de una variable de respuesta,
las regiones o curvas de nivel, como se muestra en la Figu-
ra 3, se pueden sobreponer. Para fijar ideas se utilizardn las
primeras dos respuestas, tal como se describe en la Figura 4.
La region sombreada indica una soluci6n factible comtin para
estas dos respuestas, y se tiene que Y7 > 1.6y Y> > 0.67.
En esta situacion se ve que la respuesta cohesividad Yy, préc-
ticamente, alcanza el maximo y la respuesta dureza Y7, ain
puede tener mejores valores. El punto e en la Figura 4 es
(x1,22) = (—0.47,—0.30), y se obtuvo moviendo las curvas
de nivel de la respuesta }A/l. En este punto se interceptan las
curvas de nivel correspondientes a las dos respuestas Y7 y Ya,
los valores son Y7 = 1.95y Y5 = 0.67 respectivamente. En
relacion al problema, se tiene que estos valores para la dureza
y cohesividad se alcanzan cuando el factor X; tiene un nivel
de clorido de calcio equivalente a 14.89 unidades y el factor
X, equivale a un nivel de texturizacién de 13.29 unidades, es-
tos valores se obtienen en referencia a la Tabla 1. Se observa
de la gréfica que si Y7 aumenta la otra variable disminuye.

En la Figura 5 se sobreponen las cuatro variables de res-
puesta, en el punto e se encuentra un valor comin para las
cuatro respuestas que se aproxima a ser un posible optimo
global, (x1,z2) = (0.33, —1.40). Aplicando la expresién (9),
se obtiene el valor 6ptimo real 25.29 para el clorido de calcio
y 2.62 en la texturizacién. Como puede observarse en la grafi-
ca se generan varias regiones de soluciones dptimas posibles.

Es frecuente que en el drea de biotecnologia de alimentos
se realicen experimentos con varias variables de respuesta,
por ejemplo [24] evaluaron varios tratamientos de lavado para
mejorar la calidad de carne desmenuzada de salmoén.

CARTA INFORMATIVA 5



Coeficientes Respuesta Y7 Y, Y3 Y,

Bo 1.526% 0.66" 1.78% 0.47%
B 05757 -0.092t  -025F 0.13%
B2 -0.5247F -0.010 -0.078%  0.073"
B2 0.318x -0.070% 0.01 -0.082F
Bi1 -0.171 -0.096%  -0.16T 0.026
Basa -0.098%  -0.058T  -0.08" 0.024
CM ¢rror 0.040 5x1073 0.003 0.002
R? 0.952 0.987 0.977 0.949

Tabla 4: Coeficientes de regresion para cada uno de los cuatro modelos y €l C M,..,.. T altamente significativos,  significativo,

# ligeramente significativo.

Figura 4: Sobreposicion de los modelos Y7 y Y3, y descripcion
de una solucién 6ptima especifica para estas dos respuestas.

3. Métodos de optimizacion

Se han optimizado los modelos de superficie de respuesta Y;
encontrando el punto estacionario xy = f%@é*l, segin
se estableci6 en (13). Puede ocurrir que el punto estacionario
sea un punto cordillera por lo que es necesario establecer un
procedimiento para llevar zy a un punto que sea una respues-
ta mdxima o minima. Para solucionar este caso el método de
Lagrange es una alternativa. Cabe la posibilidad del que el
punto x( sea un punto fuera de la regién experimental, en tal
caso se busca como permanecer dentro de la regién experi-
mental. El método [20] es una opcién que se puede aplicar
a los planteamientos de optimizacién que se verdn mds ade-
lante en el apartado 1.4, en particular se propone en este tra-
bajo porque es muy eficiente en el proceso de optimizacion.
Los planteamientos en los modelos (6) y (7) requieren pro-
cedimientos de optimizacién con restricciones, en este caso
la programacién cuadrética es una posibilidad para encontrar
un 6ptimo global. En este apartado se expondran estos méto-
dos de optimizacién numérica.

La naturaleza del punto estacionario z (6ptimo) se deter-
mina por los valores propios (eigenvalores) \; i = 1,..., k,
de la matriz B. Si \; < 0 para toda %, se tiene un maximo, si
A; > 0 paratoda i, se tiene un valor minimo, si \; tiene signos
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Figura 5: Una solucién 6ptima comin al sobreponerse las
cuatro variables de respuesta.

alternados (positivos, negativos) entonces el punto xg es un
punto silla. Cuando se tiene un punto silla, es deseable buscar
un punto que maximice o minimice la respuesta; la estrate-
gia para alcanzar esa meta se conoce como andlisis cordillera
(ubicar el 6ptimo). El propésito del analisis de cordillera es
encontrar puntos que maximicen (minimicen) la respuesta Y’
con la restriccién de que los puntos estén en una esfera radio
r con centro en el punto z* = (x1,...,zx) = (0,...,0) y ésta
debe estar contenida en la region experimental R. Considere
el modelo ajustado de segundo orden Y (para fijar ideas se
considera el caso para una sola respuesta, es decir 7 = 1),
dado por:

f’l = BO + xt,@Jr xté\z.

El planteamiento es como sigue:

Maximizar Y1
sujeto a

donde x! =(x1, ..., 1) y el centro de la regién experimental
es (z1,...,xx) = (0,...,0).

El método de Lagrange:
Se aplica el método de Lagrange: maximizar (minimizar)
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L(z) = Yi(x) — platz —1?), (14)

donde p es el multiplicador de Lagrange y = = (x4, ..., Zx)
Derivando (14) con respecto a cada x; se tiene

oL ~ ~
af):6+28x—mm, (15)
igualando a cero se tiene
(B — pl)z = fg. (16)

Una solucién z de la ecuacién (16) en r2 = ztz se en-
cuentra sustituyendo un valor de yu, El valor de p tiene un
efecto en la naturaleza del punto 6ptimo zo, ya sea que se de-
see un resultado maximo Y7 dentro de r o un minimo Y7 en r.
Una seleccion adecuada de p depende de los valores propios
de B. Asi las siguientes reglas permiten plantear la seleccion
de los valores de p :

= Si g > A donde ) es el valor propio mas grande de B
, entonces x es una solucién de la ecuacién (16) en el
que Y7, alcanza un maximo en r? = gtz

= Sipg < A, donde A es el menor valor propio de B, en-
tonces x es una solucion de (16) en donde Y7, obtiene
un minimo local en r? = z'z. El algoritmo correspon-
diente para el andlisis de cordillera lo discute [17].

El método simplex de Nelder-Mead.

Considere la minimizacién de una funcién de k varia-
bles, donde y = f(x1,2a,...,x1) es el valor observado de
la funcién en 1, o, ..., xg. Sea Py, Py, ..., Py los k + 1 vér-
tices de un simplex k-dimensional. Se inicializa un simplex
de n + 1 puntos, por ejemplo un tridngulo en un espacio bi-
dimensional o un tetraedro en un espacio tri- dimensional.
Una forma de preparar un simplex es comenzar con un punto
inicial Py, los otros n puntos P; se pueden tomar como

.Pi:P()<F)\¢61'7 z':l...,n,

donde los e; son vectores unitarios que forman la base del
espacio n—dimensional y A; es una constante que refleja la
longitud de la escala en el problema de optimizacién. Se de-
nota la funcién en el punto P; por y; = f(F;) y se definen
yn = max;(y;) y yi = min;(y;). Se considera P como el
promedio (centroide) de los n + 1 puntos, con ¢ # j, (P;P;)
representa la distancia de P; a P; . Cada ciclo del método
inicia reflejando P}, y al punto que se obtiene se le llama
P*(punto de reflexién). A partir del valor de la funcién en
P*, se tienen cuatro posibles operaciones que cambian el es-
tado del simplex. Estas cuatro operaciones son: 1. La reflexion
mas alld de P,. 2. Reflexioén y expansién mds alld de P,. 3.
Contraccién de la linea conectando Py y P. 4. Encogimiento
hacia P, a lo largo de toda la dimensién. En la Figura 6 se
ilustran estos procedimientos.

A continuacién se describe el ciclo completo del méto-
do simplex como lo presentan [11], éste método lo proponen
[20].

SO>S MM

ﬂ\ /\'&

\\ / xh“

< <
/ _.-’/

casol PP+ 8P -y P

?/

caso3 F'=FP+p(P-F) caso4 F=(P+F)/2

Figura 6: Las cuatro operaciones bésicas para el método sim-
plex.

Se definen cuatro intervalos:

Li{yly <wh L:{y |y <y <méxi(y),i # h};
Iy {y | méx;(yi) <y <wyn,i#h} el {y|ye <y}
El ciclo completo requiere de los siguientes 4 pasos:

1. Reflexién: Se define el punto de reflexién P* y su valor
y* como o -
P*=P+a(P - F),
Yt = f(P),
donde el coeficiente de reflexién « es una constante
positiva. Asi P* estd en la linea que une a P, y P, en

el lado opuesto a P de Pj,. Dependiendo del valor y*,
se tienen las siguientes acciones;

a) Siy*ely, vaya a expansion.

b) Siy*els , remplace P, con P* y finalice este ci-
clo.

c) Siy*els , remplace P, con P* y vaya a contrac-
cion.

d) Siy*ely , vaya a contraccién.

2. Expansion: Se define el punto expansién P** y su valor

y** como - -
P =P+ §(P*—P),
g = F(P),

donde el coeficiente de expansién J es mayor que la
unidad. Si y** estd en I, remplace P, con P** y fina-
lice el ciclo. De otra manera, remplace P}, con el punto
P** de la reflexién original y finalice el ciclo.

3. Contraccién: Defina el punto de contracciéon P** y su
valor y** como:

P* =P+ B(P, - P),
y" =[P,
donde el coeficiente de contraccién (5 estd entre Oy 1. Si

y** estd en I, Is o Is remplace P, con P** y finalice
el ciclo. De otra manera, vaya a encogimiento.
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4. Encogimiento: Remplace cada P; con (P; + P,)/2y
finalice el ciclo.

Es de interés observar que se puede recurrir a MATLAB
en el apartado de optimizacidn para la aplicacién del algorit-
mo de Nelder Mead.

El método de programacion cuadratica
El modelo de optimizacién establecido en la expresion

(6) se puede replantear como un problema de programacién
cuadrdtica y la representacion general para este caso es:

minimizar  1z'Bz + 2'f
sujeto a atr =b; ik 17
ate < r?,

donde FE e I son indices para la igualdad o desigualdad de
restricciones. La matriz B es simétrica y semidefinida positi-
va. En este caso B representa los términos de segundo orden
del modelo de regresion.

Para la solucidn a este problema de programacién cuadrati-
ca se aplica el método de Lagrange, donde las restricciones
lineales se plantean como los gradientes de los modelos de
regresion de segundo orden para cada uno de los modelos.

La programacién cuadrética se simplifica, y se puede re-
solver en forma cerrada, si algunas de las restricciones se
plantean como la igualdad. Asf el planteamiento es:

minimizar %xtﬁx + 28
sujeto a Az =0 (18)
xte < r2.

En este caso la solucién existe y es tnica si la matriz A
es de rango completo y la matriz B es definida positiva. La
condicién necesaria de Lagrange para este problema es:

Br+AA+B8 = 0 (19)
E:U —3 = 0.

Este planteamiento corresponde a un sistema de k + m
ecuaciones en los k£ + m términos desconocidos de z y A. A
continuacidn se describe un lema que estable la relacién entre
las ecuaciones. Una exposicion mds detallada de éste método
se puede consultar enA[18]Ay en [21].

Lema [18] Sean By A matrices de orden k X ky m x k
respectivamente. Suponga que A tiene rango m y B es defini-
da positiva en el subespacio M = {z : Az = 0}. Entonces la

matriz:
B At
A0 |’

es no singular.®

Existen varios métodos para resolver el sistema (19), en
particular se puede usar un método eficiente para resolver el
sistema de ecuaciones.

8 SOCIEDAD MATEMATICA MEXICANA

Como B es definida positiva entonces una férmula ex-
plicita para la solucién del sistema se puede generar como
sigue: de la primera ecuacién de (19) se tiene:

x =B 1A\ - éilﬁ.

Sustituyendo esta ecuacién en la segunda de (19) se ob-
tiene que:

AB AN — AB™'B—b =0,

de ésta resulta:

A= —(AB1AY) [ABf+1),

r=B [I ar(apay g@l] g
PPN -1
+ B4 (AB'AY) D,

Esta representacion es titil en desarrollos tedricos.

4. Planteamientos de optimizacion
multi-respuesta

A continuacion se indican las referencias de algunos proced-
imientos de optimizacidn desarrollados por diferentes autores.
La expresion (6) describe el planteamiento tipico de un pro-
blema de programacion lineal, la solucién es un valor z, de
X, que genera una respuesta optima global bajo estas condi-
ciones. Entre las ventajas de este procedimiento esta su plan-
teamiento matemadtico y que puede ser resuelto mediante una
hoja de célculo. Existen otros procedimientos analiticos efi-
cientes de optimizacion, cuyo principio consiste en transfor-
mar la variable de respuesta j ésima descrita en el modelo
(8) a una escala de valores, denominada valor deseable u y
sus valores estdn entre 0 y 1. Este valor crece conforme se
requiera el mejor valor de la variable de respuesta correspon-
diente:

?}(LC) < Y'jmin o
Y](x) > Y'jmé‘x’

w(Vi(e) =0 12 M0 G ymin < P(a) < M,
P J
Y;(x)—M; . N ;
- PR s M < V) < v

(20)
donde M es un valor objetivo fijado de acuerdo al interés del
investigador y (Y, Y4) son dos cotas en la j ésima
respuesta. Estas se deben de especificar inicialmente. En la
gréfica primera en la Figura 7 se muestra esta situacion. Exis-
ten varios criterios para determinar estas cotas, por ejemplo,
los limites de especificacién de un producto, regulaciones o
estandarizaciones de una empresa, o simplemente de mane-
ra subjetiva. Si es necesario determinar las cotas con base a

S M M&



un rango fisico de las respuestas, es razonable considerar los
minimos y maximos de las respuestas individuales estimadas,
es decir

<

(o), ¥ il )] )

~

La funcién u;(Y;(z)) depende de las condiciones del pro-
ceso y también se puede desear minimizar su respuesta, en el
primer caso M; = ij"“ se sustituye en la tercera funcién en
la expresion (20):

1 sio Y(x) < ymin,
U 17J'(‘T)*ijin . min % max
u;(Yj(2)) = 1*@ si YR <Y(x) < YR
0 si }Afj(x) > ymax,

2D

Si se desea maximizar, M; = ijéx va en la segunda fun-

cion en (20). Esta situacién se ilustra en la grafica intermedia
en la Figura 7, y la expresion es:

0 si f’j(m) <ymin,
1% — 1 YJ'I;"éX_?J'(x) i ymin < i} < yméx
u;(Y;(z)) = T ypeoypm SUOYE S (@) <y

1 si Yi(z) > ijéx.
(22)
La gréfica tercera en la Figura 7 muestra el caso no-lineal de

la funcién u; (Y;(x)).

dif, (=)

Figura 7: Tres representaciones para alcanzar el grado de
satisfaccion con respecto a una respuesta, las primeras dos
lineales y la segunda no lineal.

an jam

4.1. Funcion de deseabilidad

La funcién de deseabilidad (DE) fue propuesta por [10], y su
expresion cldsica se obtiene a partir de la expresion (20) es de-
cir d; = d(Y;(z)) = u;(Y;(x)). En este caso se supone que
el grado de satisfaccion de un experimentador, con respecto a
laj ésima variable, es maximizada cuando Y;(z) es igual a su
valor M; y decrece conforme 37'] (z) se alejade M;. Si Yy

Y;“éx representan respectivamente las cotas minima y maxi-
ma, entonces no se acepta como solucion aquel punto x para
el cual Y;(z) < Y;.nfn o para el cual Y;(z) > Y;“éx. Asf el
grado de aceptacion con respecto a la respuesta se modela co-
mo una funcién mondétona decreciente de 1 en Y;(z) =M; a

OenY;(z) < Y™ o ¥j(x) > Y™ La deseabilidad global
se obtiene mediante la media geométrica:

D = (dyds...d,)'". (23)

SO>S MM

El objetivo es encontrar el valor de la variable x, que maxi-
mice el valor de D.

Posteriormente [9] extienden el método de Harrington,
después [8] sugiere la media geométrica ponderada como ex-
presién mas general para (23), es decir:

D = (dy dy>..den )M, (24)

donde los w; representa los pesos relativos a las r respuestas.
Los modelos de las expresiones (23) y (24) son multiplica-
tivos.

En el proceso de optimizacion multi-respuesta se desea
que todas las respuestas satisfagan de manera simultdnea la

deseabilidad. Una formulacién del problema optimizacién multi-

respuesta se plantea como:

Maximizar A,

V(@) =\ j=1,2r, (29
XeR R : region experimental.

Sujeto a

La finalidad principal de esta formulacién es encontrar un
punto x,, que maximice el minimo grado de satisfaccién A con
respecto a todas las respuestas dentro de la regién experimen-
tal.

4.2. Modelo de optimizaciéon multi-objetivo
difuso

La teoria de conjuntos difusos proporciona una alternativa
para traducir las expresiones lingiifsticas asignando un valor
numérico mediante el concepto de funcién de membresia. En
resumen, si X es una coleccién de objetos denotados por x,
entonces un conjunto difuso B en X se define por un con-
junto de pares ordenados: B = {(z, up(z))|z € X}, donde
wup(x) es la funcién de membresia para cada conjunto difu-
so B. Esta funcién mapea cada elemento de X a un grado
de membresia o valor de membresia entre O y 1. Entonces las
funciones presentadas en las expresiones (20)-(22) se plantean
como funciones de membresia en el contexto de los conjuntos
difusos, por ejemplo para el caso de maximizar g (z) corres-
ponde a la formulacién expuesta en (22) es decir:

0 si }A/j(sc) < ijin,
—~ . Y.‘“éx—?-(x.;) . { U 4
po,(Yi(z)) =q 1- Ypoymm S ):jmm < Yj(xi’) < Y
1 Si Y](:L'Z) > }/}Illax7

(26)
donde los O; representan a las r metas (objetivos).

La representacion gréfica de este planteamiento se mues-
tra al centro de la Figura 7, es decir cuando Y (x) se aproxima
al méaximo el grado de membresia se acerca a uno. Mediante
la teoria de conjuntos difusos se puede abordar el problema
de optimizacién multi-respuesta. En esa direccién el mode-
lo multi-objetivo involucra la seleccién de una alternativa a;,
para un conjunto dado de alternativas A = {aj,as,...,q;}
y un conjunto de r objetivos, O = {01,0a,...,O,.}, con-
siderados mediante las 7 funciones objetivo f/(a:) Entonces
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el grado de la funcién membresia para una alternativa a en
O; denotada por o, (a), es el grado en el que la alternati-
va a satisface el criterio especificado para éste objetivo. Se
busca una funcién decision que satisfaga simultdneamente to-
das las decisiones objetivo, por lo tanto, la funcién decisién,
D, estd dada por la interseccién de los objetivos, asi D =
01N 02N ...NO,. Por lo tanto, el grado de la funcién mem-
bresia que la funcién, D, tiene para cada alternativa a esta da-
da por: jup () = min{jio,, (), 10, (), - 1o, ()}, [14].
La decision 6ptima, ag, serd entonces la alternativa que
satisface: up(a,) = r;lezii((pp (a)). Para alcanzar esta meta,

en el caso en el que se desee maximizar las r respuestas, se
define el modelo de optimizacién multi-objetivo como:

- 1/2

minimizar F(z) = lz (%{1 — Mo, (%(@)})2]

27

4.3. Funcion distancia generalizada

El procedimiento denominado funcién distancia (D) fue pro-
puesto por [15], con éste también se obtiene una solucién
optima puntual. Varios investigadores han producido traba-
jos interesantes en esta direccion, véase [5]. El modelo DI,
denominado como la funcién distancia, se expresa por:

DI(Y () = (Y (&) — M)"(Var(Y ()~ (V (z) — M))"/?,

R (28)
donde el término Var(Y (z)) es una matriz de varianza p x p
de los modelos predichos 17(95) El vector de predichos de las
r variables de respuesta estd dado por Y (z) = (Yi(z),...,
Y, (2))t. Se define M = (M, ..., M,)" como el vector de
metas correspondientes a cada respuesta. En la propuesta plan-
teada por [15], consideran a M como el vector de los 6ptimos
individuales de las k respuestas independientes.

Bajo el supuesto de la distribucién sobre las respuestas
planteados en el modelo (4), entonces la varianza estimada de
Y esy Var(¥; (2)) = 24(2) (X' X) "' Z(2)a;; y Cov(Yi(a),
Y;(x)) = Z'(x)(X'X) " Z(x)0:; donde oy; es el (i, ) ési-
mo elemento de ¥, la matriz de varianza-covarianza de la res-
puesta. Por lo tanto si Y (z) = (Y, (2),...,Y,(x)) es el vec-
tor de respuestas predichas entonces la matriz de varianza-
covarianza estd dada por Var(Y (z)) = Z'(z)(X'X)~
Un estimador insesgado de ¥ es:

~

Y= YL, — X(X'X)" 1 X1y,

n—p
donde Y= (Y7 : .. : Y;) eslamatriz n x r de datos multi-
respuesta, p es el niimero de columnas de X . Entonces el mo-
delo anterior (28) toma la forma:

5o (@) = MHE) (T (@) - M)
DL (Y (z)) = ( ZH @) (X' X)) Z(z)

1/2

(29)
Una situacién importante y que influye en la estructura del
modelo es la correlacion que puede existir entre las variables

10 SOCIEDAD MATEMATICA MEXICANA

YZ(2)%.

de respuesta; si se prueba que ésta no es estadisticamente sig-
nificativa, entonces se toman los elementos, a , de la diagonal

de & y se sustituyen en la expresion (29) y ésta se escribe co-
mo:

01 1/2

DL(Y (2) ! ( M’) ., (30)
v(x) = 0

donde v(z) = Z'(x)(X'X)~1Z(z) y la métrica DIQ(?(:E))
es apropiada cuando las respuestas Y; son estadisticamente
independientes.

4.4. Funcion de pérdida miltiple

La funcién de pérdida (PE), propuesta por [1], es un enfoque
que considera la pérdida econémica cuando las variables Y; (z)
de respuesta se alejan de la metas M;. Consideremos

DI;(Y Zk: ( -)2, G1)

donde los nimeros k; representan los costos asociados a ca-
da respuesta. Estos valores de k; se pueden usar para es-
calar de manera adecuada la diferencia ? (x)— M. Tomando
kj = 07, esta nueva distancia es un caso partlcular de DI,.
La dlstan01a DI3 se le conoce como la funciéon de pérdida
miuiltiple.

4.5. El concepto TOPSIS

La técnica TOPSIS (Technique for Order Preference by Sim-
ilarity to Ideal Solution) es un método de optimizacién desa-
rrollado por [25]. Este viene derivado de la toma de decisiones
multi-atributo, la idea bdsica es hacer un escalamiento en las
respuestas Y, (x) y ponderar éste en funcién de la importancia
de cada respuesta para el proceso; a partir de éste definen las
metas M. El procedimiento es como sigue:

1. Se identifica a las variables lA/ij estimadas en cada mo-
delo (i=1,...,nyj=1,...,7), se construye la variable
d;; mediante el proceso de normalizacién de la varia-
bles de respuesta i/\;'j:

dij = ——2—. (32)

2. La variable d;; se pondera mediante pesos w; y se con-
struye la variable:

vij = wjdij. (33)

En el marco de la teoria difusa existen diferentes crite-

rios para asignar los w;.
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3. Enesta etapa se propone una solucién éptima ideal y se
calcula la distancia D;. Para ello primero se obtiene

Mt = {(méx v;;|jeJ) o

(min vg;[je) (min vi;|je])
parai =1,...,m}

= {M, M, ... M},

donde J C(5 = 1,...,n) estd asociado con algun crite-
rio de beneficioy J C (j = 1, ..., n) estd asociado con
algtn criterio de costo. Después se define

(34)

4. También se plantea una solucién ideal negativa que se
puede establecer como la peor de la soluciones y de
manera andloga se obtiene la distancia D; :

M~ = {(min v;;|jeJ) o

(mz%x ’Uij‘jEJ) (mz}x Uij |j€Jj
parai=1,...,m}

- {M1_7M2_77M7;}’

y
(35)
5. Finalmente se obtiene el indice
D
C,= —/——"4+—, 36
Df + D7 (36)

tal que si se alcanza la solucién 6ptima ideal C; = 1, se
logra la solucién 6ptima para el proceso. Esto significa
que la solucién ideal positiva tiende a cero. También se
pueden conseguir soluciones alternativas adecuadas, si
el indice tiene valores entre 0.7 y 1. En el caso de que
el proceso apoye a la solucién ideal negativa el indice
tiende a cero.

Las expresiones (32), (34) y finalmente el indice (36) se
obtienen usando los datos generados por el experimento. Sin
embargo, en lugar de esos datos se pueden emplear los valo-
res predichos por el modelo de regresion cuadrético o el mejor
modelo. En ese sentido la estimacién del indice (36) esta en
funcién de los modelos, y segin el peso w; para cada una de
las variables, esta relacién se veria reflejada en la estimacién
del modelo de regresion considerando ahora el indice C; co-
mo respuesta.

SO>S MM

Respuesta Y™™ Y™a*  Predichos GS A
xo = (0,35,—1.37)
1 037  2.68 1.68 0.57
2 030 0.69 0.5 0.65
3 1.10 190 1.88 0.65
4 023 0.71 0.31 0.57
El grado de satisfaccion es A = 0.57

5. Aplicacion de los métodos y
planteamientos de optimizacion
al Ejemplo 1

En este apartado se aplicardn los planteamientos de optimiza-
cion al ejemplo 1, en cada caso se aplicé el método de Nelder-
Mead para encontrar el 6ptimo. Se consideraron los modelos
completos de segundo orden, cuyos coeficientes se muestran
en la Tabla 4, aunque algunos de los coeficientes no resul-
taron estadisticamente significativos. Se obtuvieron los valo-
res minimos ijf“ y maximos ijéx individuales de cada res-
puesta ajustada. Estos se indican en la siguiente tabla.

Respuesta  Y; Y5 Y3 Y,

ijfn 0.37 033 1.11 0.23
Yj”""‘x 2.68 0.66 1.88 0.71

Estos valores se utilizaron como cota para cada respuesta
y como se desea maximizar el valor ijéx (j =1,2,3,4) se
utiliz6 como valor objetivo. R

Se emple6 la funcién de deseabilidad d(Y;(«x)) definida
en la expresion (22) y luego se optimizd la funcién (24); los
pesos w; empleados en este caso fueron igual a 1, y el proce-
dimiento se identifica por FD. Los resultados se muestran la
Tabla 6. Luego se aplic6 el modelo de optimizacién definido
en (25) para obtener el grado de satisfaccién A\, GS. Los va-
lores de este indice se obtienen calculando las deseabilidades
establecidas por la expresion (22), los resultados de este cal-
culo son:
Se us6 el modelo (26) para el procedimiento difuso, PD ecua-
cion (27). Luego se obtuvo el éptimo de la funcién distancia
generalizada, DI expresién (30). Finalmente se realizé la op-
timizacién para el planteamiento topsis, TO, para todos los
procedimientos, excepto para el GS, el éptimo se obtuvo me-
diante el método de Nelder- Mead. Estos resultados se pre-
sentan en la Tabla 6. Los j resultados alcanzados en una de
estas cinco funciones se podria evaluar para las otras cuatro,
de tal manera de llevar a cabo una comparacién de la eficien-
cia entre ellos. Sin embargo se empleé la funcion de pérdida
estandarizada para hacer una evaluacion de la eficiencia de
los métodos, asi el que tenga la menor funcién de pérdida
sera considerado como el mejor método. Se define la funcién
de pérdida estandarizada como:

donde Z; = f’j(gco)/f/jméx, Zpix =1,
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Optimo Valores P
Funcién Tio T2 Yi(z,) Ya(z,) Ya(z,) Ya(z,)
FD -0.10 -0.41 1.79 0.66 1.81 0.43 0.517
GS 0.35 -1.37 1.68 0.55 1.62 0.50 0.523
PD -0.53  -0.19 1.91 0.67 1.88 0.38 0.545
DI -0.46 -1.38 2.47 0.54 1.83 0.31 0.598
TO -0.24  -0.21 1.78 0.67 1.84 0.42 0.529
Tabla 6: Resultados de los diferentes procesos de optimizacion.
Nivel bajo  Nivel alto Respuestas Restriciones
X1 0.7 1.7 Y7 indice de abrasién 120 < Y1
Xo 40 60 Y2 médulo 200 1000 < Ya
El planteamiento de optimizacién que obtuvo el mejor 6p- X3 1.8 2.8 Y3 elongacidn alaruptura 400 < Y5 < 600

timo comiin para las cuatro respuestas corresponde a la fun-
cién de deseabilidad. En la Figura 2 se mostr6 la relacion en-
tre las cuatro variables de respuesta, por ejemplo, ahi se obser-
va que las variables 1 y 4 estdn inversamente correlacionadas,
esta situacion influyé en los resultados de optimizacién de al-
gunos procedimientos. Se observa en el caso del procedimien-
to DI que la respuesta Y; alcanzé el mayor maximo compara-
do con los otros procedimientos, sin embargo, afecté el ma-
ximo en la respuesta Yy. En la Figura 8 se sefialan los puntos
x, donde las cinco funciones alcanzaron el 6ptimo, asi como
el punto 6ptimo descrito en la grafica de la Figura S.

Figura 8: Ubicacion de las funciones simples en la grafica de
superposicion de las cuatro respuestas.

Se observa que el planteamiento GS précticamente coin-
cide con el 6ptimo generado de manera grafica y como se
observa es una solucién bastante adecuada. Serd una activi-
dad interesante aplicar estos planteamientos a varios ejemplos
para evaluar su precision en el proceso de optimizacion, des-
de luego considerando situaciones donde no exista una fuerte
relacién entre las variables. También se pueden llevar a cabo
estrategias de simulacidn.

5.1. Procedimiento grafico

No obstante que el método grafico (MG) es un procedimiento
descriptivo, éste contiene o ilustra a todos los resultados que
se obtienen con los métodos anteriormente citados, (Figura

12 SOCIEDAD MATEMATICA MEXICANA

Y, dureza

60 <Yy <75

Tabla 7: Caracteristicas de los factores de control X y las va-
riables de respuesta Y.

8). Este funciona relativamente fécil ante situaciones cuando
existen dos o tres factores y se complica un poco con cuatro.
Se considera como una buena préctica que en las estrategias
de optimizacién primero se realicen experimentos para elim-
inar factores que aportan poca informacidn a la respuesta de
interés. Asi que en la estrategia experimental para obtener un
6ptimo se trabaja con un nimero reducido de factores.

Dada la facilidad que existe actualmente en computo, me-
diante técnicas de graficacion se pueden ilustrar los proced-
imientos analiticos de optimizacién como es el caso del plan-
teamiento GS. El 6ptimo de éste se obtiene mediante métodos
de programacion lineal, (véase el planteamiento expuesto en
la expresion (25)). Este equivale a maximizar{min[d(Y](x)),
d(Ya(x)), d(Ys(x)), d(Ya(z))]} en la region experimental, y
se lleva a cabo mediante técnicas graficas, tal como se muestra
en la Figura 9. En ésta se ilustra la aplicacion de la funcion de
deseabilidad a los grados de aceptacién d(Y;(x)) j = 1,...,7.
Observe que la solucién 6ptima que se obtiene, sefialada en
los paréntesis [ ], es en realidad la misma que la que ya se
obtuvo, ver Tabla 6.

6. Aplicacion de la programacion
cuadratica: Ejemplo 2

El procedimiento que se resume en la expresion (20) se ilus-
tra con un problema de un compuesto para bandas en llan-
tas, expuesto y discutido en [9]. El propdsito del problema es
mejorar el desempefio en la banda de las llantas medido por
cuatro variables de respuesta controladas por tres ingredientes
quimicos. Las respuestas son: indice de abrasién Y7, el mod-
ulo 200 % Y5, la elongacion Y3, y la dureza Y,. Las variables
de entrada son: silice X1, seleno X5 y el azufre X3.

Los ingredientes y las propiedades se describen en el cua-
dro siguiente:

Como estrategia experimental se propuso un disefio de
composicién central, el disefio y los resultados se muestran

en la Tabla 8.
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Figura 9: Descripcion de los resultados éptimos para alcanzar
el mayor grado de aceptacion.

Con el fin de observar si existe una relacion entre las varia-
bles de respuesta, en la Figura 10 se describen los diagramas
de dispersion para cada par de variables. Se puede observar
de esa figura que las variables 1 - 2, y 2 - 3 estdn directa-
mente e inversamente correlacionadas respectivamente. Ante
esta situacién algunas modificaciones de interés se pueden
plantear en el proceso de optimizacidn.

Figura 10: Relacion entre las cuatro variables para el ejemplo
2.

Los valores objetivos para cada una de las respuestas obe-

SO>S MM

Tratamiento 1 zo z3 Y, Y, Ys Y,
1 —1 —1 1 | 102 900 | 470 | 67.5
2 1 —1 —1 | 120 860 | 410 | 65.0
3 —1 1 —1 | 117 800 | 570 | 77.5
4 1 1 1 | 198 [ 2294 | 240 | 74.5
5 —1 —1 —1 | 103 490 | 640 | 62.5
[§) 1 —1 1| 132 | 1289 | 270 | 67.0
7 —1 1 1 | 132 [ 1270 | 410 | 78.0
8 1 1 —1 | 139 | 1090 | 380 | 70.0
9 —1.63 0 0 | 102 770 | 590 | 76.0
10 1.63 0 0 | 154 | 1690 | 260 | 70.0
11 0| —1.63 0 96 700 | 520 | 63.0
12 0 1.63 0 | 163 | 1540 | 380 | 75.0
13 0 0 | —1.63 | 116 | 2184 | 520 | 65.0
14 0 0 1.63 | 153 | 1784 | 290 | 71.0
15 0 0 0 | 133 | 1300 | 380 | 70.0
16 0 0 0 | 133 | 1300 | 380 | 68.5
17 0 0 0 | 140 | 1145 | 430 | 68.0
18 0 0 0 | 142 | 1090 | 430 | 68.0
19 0 0 0 | 145 | 1260 | 390 | 69.0
20 0 0 0 | 142 | 1344 | 390 | 70.0

Tabla 8: Esquema experimental y las respuestas en cada
tratamiento.

decen las condiciones:

Objetivo Condicion

Y: > 120 Maximizar

Y5 > 1000 Maximizar

400 < Y3 <600 Valor objetivo 500
60 <Y;<T75 Valor Objetivo 67.5

En la Tabla 9 se muestran los coeficientes de los mode-
los de regresion para cada variable, se sefala cudles son sig-
nificativos estadisticamente, ademas se muestran los cuadra-
dos medios del error, la raiz cuadrada del C' M., que es la
desviacion estdndar S y el coeficiente de determinacién R2.

Este ejemplo ha sido ampliamente utilizado en la literatu-
ra de optimizacién multi-respuesta para ilustrar la efectividad
de los métodos propuestos, véase [9] y [12]. En todos los ca-
so se han considerado las restricciones planteadas, pero hay
dos situaciones que no han §id0 consideradas, una de ellas es
el C Mo de la variable Y5 que de alguna manera afecta a
la eficiencia de los métodos de optimizacién, porque tiene
un valor grande. La otra estd relacionada con la desviacién
estandar y con la estimacion del valor en el éptimo, ya que
al tomar una o dos desviaciones estdndar en torno al éptimo
yano se cumple con las condiciones propuestas para las varia-
bles de respuesta. La finalidad de este ejemplo consiste en ob-
tener el 6ptimo comin aplicando el método de programacién
cuadrética considerando en el modelo de optimizacién las res-
tricciones en la desviacién estandar.

Asi el modelo de regresién completo para la variable tres
es:

Y3 = 400.38 — 99.6721 —31.425—73.9225+7.932>
+17.312540.4323+8.7521 19+6.2521 v3+1.252023.

En general cada uno de los cuatro modelos se puede es-
cribir:
f/j :xtéjx—i-xtgj—i—ﬁjo, j=1 ..,

CARTA INFORMATIVA 13



Coeficientes Respuesta Y1 Yo Ys Yy

Bo 139.12+ 1261.11+ 400.38+ 6891+
B1 16.49+ 268.15% -99.67+ -1.41+
B2 17.88+ 246.5* -31.4+ 4.32+
B 10.91+ 139.48# -73.92+  1.63+
B11 -4.01% -83.55# 7.93# 1.56+
B2z -3.45% -124.79#  17.31%* 0.06#
Bas -1.57# 199.17* 0.43# -0.32#
Biz 5.13% 69.38# 8.75# -1.63+
Bis 7.13% 94.13# 6.25# 0.13#
Bas 7.88* 104.38# 1.25# -0.25#
CMerror 31.49 108039 422.3 1.61

S 5.61 328.7 20.55 1.27
R? 97.2 71.2 98.1 95.8

Tabla 9: Coeficientes de regresion para cada uno de los mode-
los. + Altamente significativo, * significativo con p < 0.05,
# no significativo.

Donde §j es la matriz (k, k) cuyos elementos son los para-

metros de segundo orden estimados, 3]- los pardmetros linea-
les estimados y 3y es el intercepto estimado del modelo de
regresion para cada respuesta j.

Un modelo a optimizar puede quedar como sigue:

Maximizar ?1.
Sujeto a

}73 éste entre
}?4 éste entre

}A/g sea maximo

400 < Y3 < 600

60 <Y, <75

ate <r?r: region experimental,

dado que las dos primeras respuestas se desean maximizar,
el modelo a optimizar es:

Maximizar )71 + }72

Sujeto a

371 sea }71 > 120

Vs sea Y, > 1000 (37)
17'3 éste entre 400 < }73 < 600

}74 ésteentre 60 < ?4 <75

xtz < r? r : regién experimental.

Este modelo es similar al de la expresién (18) y el plantea-
miento de solucion se da en la ecuacion (19), s6lo que para
alcanzar expresiones similares a A se recurre a considerar es-
ta matriz como:

A =[VY,, VY, VY3, VY.
Reescribiendo el modelo (37) en términos de las respues-
tas ajustadas y considerando un miiltiplo de la desviacidn es-

tandar se tiene:
Maximixar

1, ~ ~ - ~ ~
il't(Bl + Ba)x + ' (B1 + B2) + Bo1 + Boz
Sujeto a
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—%Z(Jtéll‘ — .Tt,gl — B\Ol + 1204+ 1.55; <0

— 12" Bow — 2By — Bos + 1000 + 1.58 < 0

12" Byz + 2*Bs + Bog — 600 + 1.585 < 0y

— L Baa — 2By — Bog + 400 + 1.553 < 0

—%$t§4(b — .TtB:; — 304 — 75+ 1554 < 0 y

—%l‘t§4$ — l‘tB:; — 304 + 60+ 1.55, <0.

Preferentemente se busca que el multiplo de la desviacién

estdndar sea de 3, pero la solucidén a este problema dio lugar
a encontrar regiones donde no existe una solucién comun. La
solucién de este problema se puede alcanzar utilizando Mat-
lab mediante la la funcién fmincon. El punto 6ptimo que se
gener6 con su correspondiente respuesta optima es:

Optimo x, = (0.39,0.98, —1.0)

Respuestas Yi(z,) = 138.10
Vo(z,) = 1421.5
Va(z,) = 422.85
Yi(zo) = 70.50

Esta solucién satisface las restricciones y ademds cada
una de estas respuestas estd a 1.0 desviaciones estandar del
valor 6ptimo de la respuesta.
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A la memoria de Peter
Seibert. A un ano
de su fallecimiento

la UAM-Iztapalapa y Nivel III del SNI, pisé tierras

mexicanas por primera vez, hace 51 afios y hoy a

manera de homenaje en su primer aniversario de su
fallecimiento nosotros quienes fuimos sus estudiantes, quere-
mos compartir unas palabras acerca de lo que fue su vida.

E 1 Dr. Peter Seibert Kopp Profesor-Investigador de

Peter en Moscu, 13 Abril de 1928.

Peter nacid el 13 de abril de 1927 en Miinich, Baviera,
Alemania, y murié en México el 13 de agosto de 2009. Hi-
jo primogénto de Katherine Kopp (15.10.1902-23.12.1983) y
Theodor Seibert (27.07.1896-1945). Theodor desaparicié du-
rante la Segunda Guerra Mundial, no se sabe la fecha exacta
de la dltima vez que se le vi6. Peter, tuvo una hermana, Ursu-
la (1935-1952), dos hermanos, Urlich (1930-2002) y Dieter
(1940-) quien actualmente vive en Alemania es periodista,
fotégrafo y autor de varias revistas de montafiismo. Peter pro-
creo un hijo, Diego Alejandro Seibert Lee (1974-), es resi-
dente chileno.
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Peter conservé en un cuaderno de apuntes, sus origenes
familiares y geograficos desde 1607 hasta el 2009.

Vivi6 en Inglaterra desde la edad de los cinco afios y ahi
aprendié a leer y escribir simultdneamente el Inglés y Aleman.

Peter curs6 su educacién elemental en Alemania llevando
como formacién complementaria el griego y el latin en un
grupo especial de nifios avanzados.

Durante los tdltimos meses de la Segunda Guerra mundial,
Peter fue reclutado contra su voluntad en un barco, para tra-
ducir mensajes del Inglés al Aleman y viceversa. Al finalizar
la guerra el 7 de mayo de 1945, Peter y otros, caminaron desde
su ubicacién por més de treita dias esquivando el fuego de las
fuerzas aliadas enemigas y de lo que quedaba de las fuerzas
alemanas, para reunirse con los suyos. Fueron dias aciagos de
hambre y de horror que determinaron que Peter llevara una
vida austera hasta el final de sus dias.

Durante el verano de 1945 de posguerra, Katherine Kopp
fué la primera de la familia de Seibert que pudo viajar a Berlin.
Ella pasé por la casa de Constantin Carathéodory, emeritus de
la Universidad de Munich. Le conté que tenia un hijo que se
interesaba por “las matemadticas y cosas por el estilo". Cara-
théodory estuvo de acuerdo en recibir al hijo mencionado.
Poco tiempo después, Peter llegé a Munich, visité a Cara-
théodory y fué aceptado como alumno desde el primer mo-
mento. Carathéodory le dié como primera lectura una edicién
de sus “Reelle Funktionen"(Funciones Reales), un libro pen-
sado para estudiantes de un nivel mas avanzado que el de un
principiante sin estudios universitarios como era el caso de
Peter en ese momento. Antes de conocer a Carathéodory, Pe-
ter era un estudiante autodidacta de las matematicas pero no
de manera ordenada y estaba a punto de ingresar a la univer-
sidad.

Seibert inici6 su doctorado en la Universidad de Mudnich
en septiembre de 1949 bajo la direccién de R. Konig (alumno
de D. Hilbert) y O. Perron, como su “segundo referente". Lo
concluy6 once meses después, el 4 de agosto de 1950 con una
calificacién magna cum laude. En su tesis doctoral invent6
un método geométrico para resolver el problema de Dirichlet
para la ecuacion de Laplace en ciertos casos simples.
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C. Carathéodory, profesor de Seibert.

Ademis de haber sido alumno de C. Carathéodory, tam-
bién lo fué de E. Hopf, H. Tietze y A. Pfluger entre otros
matematicos importantes.

O. Perron, co-director de tesis doctoral de Seibert.

En julio del afio 2000, Peter viajé a Munich para recibir
su doctorado de oro. El cual es un reconocimiento que otorga
la Universidad de Munich a sus egresados que han alcanza-
do notables progresos en su formacioén doctoral a lo largo de
50 afios. Regres6 a sus actividades académicas a la UAM-
Iztapalapa con notoria alegria dibujada en su rostro. Nada le
hubo causado més satisfaccién como sus logros académicos.

Peter tuvo sus primeras posiciones académicas y de in-
vestigacion en Alemania, en las universidades de Giessen,
Wuerzburg y en el Centro de Investigacion de la Universidad
de Wuerzburg y originalmente se especializé en la teoria de
funciones de variable compleja, poniendo énfasis en las su-
perficies de Riemann. Entre otros resultados, resolvié un pro-
blema propuesto por S. Mazurkiewicz, dando el primer ejem-
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Seibert: 1954.

plo conocido hasta ese momento de una superficie de Rie-
mann con frontera bidimensional [Proc. Nat. Ac. Sci. USA
45(1959)].

Peter en colaboracién con J. André, desarroll6 la primera
teoria matematica de sistemas de control discontinuos. [Archiv
d. Math. 7 (1956)] y el concepto de robustez también aparecid
por primera vez en este contexto [Proc. 15 Int. Congr. IFAC
(Moscow) 1960].

En 1958 Peter dirigi6 su investigacion hacia la teorfa de
la estabilidad en los sistemas dindmicos, después de que en
febrero de ese mismo afio, se entrevisto en Paris, Francia, con
Solomon Lefchetz y lo invité a trabajar en el Research Insti-
tute for Advanced Studies (RIAS), Baltimore, USA., 1958-
63, en donde colaboré principalmente con S.Lefchetz, J.P. La
Salle y L.Cesari. Eso le permiti6 viajar con ellos por primera
vez a México en septiembre de 1959, para asistir a un Sym-
posium de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias y sus Aplica-
ciones que tuvo lugar en la Ciudad Universitaria de la UNAM,
del 7 al 13 de septiembre.

Peter disfrut6 de esa visita a México y retornd una y otra
vez, hasta quedarse para siempre. Primero, de 1963 a 1964
en el CINVESTAV del Instituto Politécnico Nacional por in-
vitacién de José Adem; regresé a las Universidades de Yale y
de Brown USA, 1964-65 y volvi6 a México, a la Escuela Su-
perior de Fisica y Matemadticas del Instituto Politécnico Na-
cional (ESFM-IPN). En la ESFM-IPN, impartié los cursos
de Analisis Matematico Real, teoria de Funciones de Varia-
ble Compleja, teorfa de Ecuaciones Diferenciales y Sistemas
Dinamicos. Tuvo entre sus estudiantes entre otros a Ernesto
Lacomba Zamora, actual Profesor Distinguido de la UAM-
Iztapalapa. En los afios 1966-1971 dirigié un seminario sem-
anal sobre Sistemas Dindmicos en el Instituto Mexicano del
Petréleo. Durante ese periddo dirigié las tesis profesionales
de licenciatura en matematicas de Antonio Rivera Figueroa y
Roberto Acosta Abreu [Carta Informativa SMM, No. 59 Ene-
ro 2009, p.p. 7-10].
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En 1971, Peter parti6 hacia la Universidad Catélica de
Chile (Santiago), 1971-1975 y dirigié la tesis doctoral de Pablo
M. Salzberg (1985). Luego, fué hacia la Universidad Simé6n
Bolivar, Caracas, Venezuela, 1975-1978. De ahi, hacia la Uni-
versidad Centro Occidental “Lisandro Alvarado", Barquisime-
to, Venezuela, 1978-1985 y dirigio la tesis doctoral de Ramén
Go6mez (1985). Finalmente, en 1987 regresé a México al De-
partamento de Matematicas de la Universidad Auténoma Me-
tropolitana- Iztapalapa. Ahi dirigi6 la tesis doctoral de Luis
Aguirre Castillo (2003) y la tesis de maestria en mateméticas
de Ricardo Hernandez Lépez (2006).

Peter usé un argumento de induccién y di6 la primera
demostracion del principio de persistencia de la estabilidad
asintdtica bajo perturbaciones [Proc. Int. Symp. (Colorado
Springs),1961]. Este resultado ha sido una herramienta util
para cimentar una teoria mas general de bifurcaciones del tipo
Hopf.

Peter con J. Auslander, desarrollaron la teoria de la es-
tabilidad de sistemas dindmicos combinando la teoria de las
prolongaciones de Poincaré con la teorfa cldsica de A.M. Lya-
punov [Ann. Inst. Fourier (Grenoble)14 (1964)].

Peter en colaboracion con P. Tulley, did la primera de-
mostracidn puramente topoldgica del cldsico teorema de Poin-
caré-Bendixson sobre sistemas dindmicos en el plano [Archiv
d. Math.18(1967)]. También dié una condicién necesaria y
suficiente para la estabilidad bajo perturbaciones persistentes,
complementando trabajos anteriores de I.G. Malkin y otros
[Acta Mex. Sci. Tech.2 (1968)].

Parcialmente y en colaboracién con su estudiante de doc-
torado P.M. Salzberg y G. Dankert, Peter establecié una teoria
abstracta de la estabilidad de Lyapunov, culminando con una
condicién necesaria y suficiente para la existencia de una fun-
cioén de Lyapunov (generalizada) en presencia de un atractor
[Nonlin. Phenom. in Math. Sci., Acad. Pr., 1982].

En 1968, en respuesta a un problema propuesto por J.S.
Florio, Peter inventé un método para reducir el problema de la
estabilidad de un sistema compuesto de subsistemas al proble-
ma correspondiente para los subsistemas, aplicando un prin-
cipio que llamaremos El principio del umbral de Seibert. En
contraste con otras contribuciones anteriores a este problema,
el método de Seibert no depende de la parte lineal del sistema
en cuestion y por lo tanto, arroja resultados tanto locales como
globales. Esto permitié a Peter y colaboradores dar la primera
demostracién de la estabilidad asint6tica global de un sistema
de ecuaciones diferenciales parciales aplicando un principio
de reduccién [Annali Mat. pura appl. (IV) 168 (1995); Bol.
Soc. Mat. Mexicana (3) 3 (1997)]. Estos resultados han tenido
aplicaciones relevantes en la teoria de control, en aquellos sis-
temas no lineales en los cuales tiene que ver el problema de
la estabilizacién.

Peter, colaboradores y estudiantes, desarrollaron dos teo-
rias de bifurcaciones en sistemas dindmicos que generalizan
la clasica bifurcacion de (Poincaré-Andronov-) Hopf. Una de
éstas cubre aquellas bifurcaciones que surgen de equilibrios
estables (o conjuntos invariantes), mientras que la otra con-
sidera aquellas bifurcaciones que surgen de equilibrios inesta-
bles tales como puntos silla (o conjuntos). La primera de ellas
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extiende los resultados de F. Marchetti et al., la segunda no
habia sido estudiada sistemdticamente hasta ese momento. El
punto principal consiste en la observacion de que la bifur-
cacion no depende del espectro de la parte lineal del sistema,
como se habia pensado previamente, si no mds bien de prin-
cipios de persistencia dindmica mds generales de naturaleza
topoldgica. [ Para un resumen de todos estos resultados ver
Univ. Jagellon. Acta Math. 36 (1998).] Desde 1993 hasta su
muerte en 2009, Seibert compartié con Juan Héctor Arredon-
do Ruiz, una estrecha colaboracién en la bisqueda de ejemp-
los en el campo de las ecuaciones diferenciales parciales.

Peter también contribuyé a la conceptualizacién de la ma-
tematica moderna, extendiendo los filtros de Bourbaki a cuasi-
filtros, introduciendo un concepto dual para la relacién de
“fineza.*"tre (cuasi-)filtros en la forma de “dominacién"(para
conseguir la formalizacion de las propiedades de acotamien-
to) e introduciendo una notacién para ambos casos que per-
mite un enorme ahorro de cuantificadores. Cabe destacar que
en trabajos recientes publicados en Rusia, aparecen ya en el
Summary expresiones como “‘sistemas generales en el sentido
de Seibert". También se usa la notacién inventada por él.

Un rasgo comun que tienen los trabajos de Peter, es la
bisqueda de desentrafiar, los principios mds reconditos que
son la base de las teorfas matemadticas. Su mensaje principal
a lo largo de los dltimos afios, fue que, después del dominio
casi exclusivo de cdlculo y sus ramificaciones en matemati-
cas durante tres siglos, vale la pena considerar otros puntos de
vista. El demostré que se puede hacer bastante al desarrollar
en la forma de unas teorias abstractas mediante el uso de la
topologia elemental de espacios métricos, y luego aplicar los
resultados a problemas concretos donde los métodos conven-
cionales fallan. Un ejemplo de esto son los trabajos [Global
Stabilization of nonlinear cascade systems, Systems and Con-
trol Letters 14 (1990), 347-352 (con R. Suédrez)] y [Global
stabilization of a certain class of nonlinear Systems, Systems
and Control Letters 14 (1990), 17-23 (con R. Suérez)].

Los trabajos de Peter han aparecido en las revistas de 11
paises en cinco idiomas: Aleman, Inglés, Francés, Ruso y Es-
pafiol. Han tenido un fuerte impacto en Rusia, particularmente
en la escuela de control de Mosci e Italia. Su influencia se ex-
tiende hasta China en donde se han enfocado a retomar el es-
tudio de los conjuntos limite prolongacionales, introducidos
por Seibert.

Peter fue un viajero incansable. Alguna vez estando en
Caracas, lleg6 a la conclusién que no se puede entender la
época actual sin conocer la historia. Entonces se volvi6 es-
tudioso de la Geografia Fisica y Humana y de la Historia.
Pens6 que es lamentable, cultivar, durante toda la vida, una
sola potencialidad, en detrimento de todas las demds que uno
pueda poseer. Por eso, ademds de sus trabajos en matemati-
cas se ocupo de dos aspectos relevantes en la lingiiistica. Por
un lado la construccién del primer lenguaje completamente
sintético, WUXI [Cemandhuac S (1992)]. Y por otro lado, el
desarroll6 un método fonemoestadistico para la comparacién
de lenguajes. El sigui6 escribiendo sobre conjuntos atractores
porque segun €1, nada es mds tedioso que la espera.

S M M&



Mas alla de sus actividades cientificas, Peter se dedic6 en-
tre otras cosas al alpinismo, la fotografia de paisajes y la fo-
tocomposicion.

A partir de diciembre de 1994, tras los acontecimientos
por un lado, de la llamada Guerra del Golfo Pérsico inicia-
da con la invasién iraqui a Kuwait el 2 de agosto de 1990,
nombrada en Irak, "La Madre de todas las batallasz culmina-
daen 1991. Y por otro lado, los acontecimientos sangrientos
en Chechenia (la primera guerra chechena (1994-1996) y la
segunda guerra chechena (1999-2002) para frenar las tenden-
cias separatistas en la Federacién Rusa y garantizar la varian-
te rusa de los oleoductos que cruzan por el Caucaso. Peter
comez0 a dibujar en acetatos sus impresiones de estos horro-
rosos acontecimientos mundiales, los cuales posteriormente
fueron digitalizados e impresos. En esto dibujos, predominan
ejercitos de mujeres amazonas con sus cuerpos mutilados em-
pufilando espadas y lanzas dispuestas al ataque. ;Por qué plas-
mo el cuerpo desnudo de una mujer de esta manera? Porque
estamos viviendo en un mundo en el cual los paises con el
mayor poderio militar pueden hacer de la poblacién lo que le
venga en gana. No hay poder humano que los detenga cuando
ellos han decidido aplastar al que afecte sus intereses. De mo-
do que estamos indefensos como parte de esta enorme masa
humana. El cuerpo desnudo de la mujer representa esa inde-
fencidn de las grandes masas ante el poder de un estado opre-
sivo. (Por qué una mujer? La razén fundamental es porque a
lo largo de toda la Historia en las grandes batallas que han li-
brado hombres contra hombres, quien ha fracazado ha llorado
su derrota en el regazo de una mujer, sea la esposa o la madre.
Su trabajo artistico tuvo varias exhibiciones, incluyendo una
en el Museo Nacional de Culturas Populares de México, de la
ciudad de México.

En sus propias palabras escribi6 lo siguiente: LA FIGURA
FEMENINA EN UN MUNDO CONFLICTIVO: EL MUNDO
ACTUAL CON LA MASCARA DE LA HIPOCRECIA QUITA-
DA. El 26 de abril de 1937 la aviacion facista arraso a la
ciudad vasca de Guernica (en vascuence:Gernica), aconte-
cimiento que impulsé a Pablo Picasso a crear su Guernica,
obra fundamental que iba a ser la mds famosa de la época.

En lo que se refiere al momento historico actual, se puede
decir que “Gernica"se ha convertido casi en un estado per-
manente. Piénsese solamente en la agresion reciente contra
Libano (y ataques paralelos contra la franja de Gaza).

El que escribe estas pdginas no es un artista por forma-
cion. Pero una persona que siente, igual como el genio es-
paiiol, una necesidad interna de reaccionar ante eventos ex-
ternos tan iquietantes como los que vive el mundo en estos
tiempos, y por esta razon sintio un deseo imperativo de in-
ventar una técnica de expresion pictorica propia, y de desa-
rrollar un estilo que se puede llamar “ realismo simbélico”,
que le permite expresar sus sentimientos ante dichos acontec-
imientos. No queriendo usar un lenguaje muy directo, para no
caer en un tono demasiado burdo, se le ofrecio el camino de
decir cosas valiéndose de un discurso simbélico. Es por eso
que se presenta la necesidad de explicar aqui la simbologia
usada en las imdgenes presentadas, para que el espectador
entienda lo que quieren expresar.
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Primero ; Por qué la concentracion en la figura femeni-
na(la cual alude el titulo)? Las razones son varias. Influye el
rechazo de los papeles rigidos asignados tardicionalmente a
los sexos, mismo que ya se encuentra en la raiz del antiguo
mito de las amazonas las cuales forman uno de los temas de
la exposicion.

En el antiguo mito de las amazonasa se nos presenta el
tipo de la mujer aguerrida que tanto ha motivado a muchos
artistas de diferentes épocas. Por esto hemos elegido a es-
tas mujeres mitologicas como simbolo de la resistencia de los
pueblos agredidos.

iMujeres amazonas al ataque!

Las amazonas que pelean aqui pelean con armas antiguas
(sobre todo espadas); con esto aludimos al cardcter primitivo
de los medios disponibles para los movimientos de resisten-
cia, en comparacion con las armas supersofisticadas y su-
perdestructivas de las que disponen sus adversarios. Ademds,
ellas luchan desnudas, con lo cual queremos expresar dos
cosas: por una parte, el estado de desproteccion en el que
ellas se encuentran frente al enemigo, y su falta de recursos.
Per también, y aiin mds significativo, la desnudez simboliza
el espiritu de entrega total a la causa, dejando atrds con la
ropa y el calzado toda reserva que podria disminuir su fervor
combativo.

Las referencias a otras épocas, por ejemplo a la inquisi-
cion, sirven para subrayar las paralelas con los tiempos ac-
tuales, la esencia de las cosas no ha cambiado. Siempre existe
la tendencia de dividir el mundo en “bienz “mal”, y siem-
pre dominan los intereses concretos, aunque usen diferentes
disfraces y se sirven de diferentes medios para alcanzar sus
metas. Claro que hoy no hay hogueras, en cambio ciudades
enteras son convertidas en tales (por ejemplo en el caso re-
ciente de la ciudad iraqui de Falluja).

El jueves 31 de julio de 2009, entregd a uno de sus co-
laboradores, un decdlogo de sus principales contribuciones
matemdticas originales: 1. La solucién del problema del Dirich-
let en los casos simples aplicando mapeos conformes (tesis
doctoral, 1949); 2. La aplicacién de gréficas valuadas para la
representacion de superficies de Riemann ramificadas sobre
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Seibert: Genealogia matemadtica, Sala de Seminarios AT-318 Depto. de Matematicas UAM-I, Noviembre 2008.

un nimero infinito de puntos (1952); 3. Una forma de cons-
truccién de superficies de Riemann con frontera isométrica
a un conjunto cerrado dado sobre la esfera (1957); 4. La de-
mostracién de la persistencia de la estabilidad asintétotica ba-
jo perturbaciones usando un argumento de induccién (1958);
5. La robustez de sistemas de control (1959); 6. Las pertur-
baciones prolongacionales ( 1959); 7. El principio general de
reduccion via el “umbral.® el principio del umbral de Seibert
para la estabilidad en sistemas semidindmicos (1968); 8. Los
cuasifiltros (dos relaciones duales) ( 1972-74); 9. Una condi-
cién necesaria y suficiente para la existencia de la funcién
de Lyapunov para atractores via el “conjunto final"(1977) vy,
finalmente, 10. La bifurcacién de equilibrios inestables o con-
juntos invariantes basado en la persistencia de la inestabilidad
(1984).

Una vez leido este decdlogo, dijo pensativo que en esto y
mads de doscientas citas de sus trabajos, es lo que resume lo
que habfa sido la mayor parte de su vida. Pero, entre todas
estas aportaciones, la que consideré como la mas importante
es la del punto 7., y agregd, “No siguiendo caminos usuales
descubri vias alternas que me llevaron a cosas nuevas..."

20 SOCIEDAD MATEMATICA MEXICANA

El 13 de agosto de 2009 a la una de 1la madrugada, se le hi-
zo llegar las memorias del Symposium Internacional de Ecua-
ciones Diferenciales Ordinarias, celebrado en la Ciudad Uni-
versitaria de la UNAM, en septiembre de 1959, al que asistié
en su primera visita a México. Las estuvo solicitando todo
el dia anterior con mucha insistencia, para él era muy impor-
tante esa fecha y rememoré con elocuencia aquél evento. En
seguida, entregd a uno de sus colaboradores un manuscrito
sobre sistemas semidindmicos en espacios abstractos que es-
tuvo trabajando durante sus ultimos dias, para ser concluido
por el grupo de trabajo. “Justo a tiempo he terminado lo que
me corresponde”, dijo. Dias atrds habia comentado que siem-
pre queria romper con ese mito de que un matematico viejo ya
no era productivo. Clavé una extrafia mirada, como querien-
do decir algo mas pero se despidié. A las cinco y media de
la madrugada sufrié un paro respiratorio. Luego, a las 16:10
horas del mismo dia, sucumbid ante esa experiencia sobre la
cual nadie narrard jamads: la muerte.

Meéxico, D. F., 19 de julio 2010
Antonio Rivera Figueroa y
Luis Aguirre Castillo.



México obtuvo el lugar 33
en la 51 Olimpiada Internacional de Matematicas
que se realizo este afo en Astana, Kazakhstan, del 2 al 14 de Julio.

Los resultados fueron los siguientes:

Daniel Perales Anaya, de Morelos, Plata

Flavio Hernandez Gonzalez, de Aguascalientes, Bronce

Irving Daniel Calderéon Camacho, del Estado de México, Bronce

Manuel Enrique Dosal Bustillos, de Chihuahua, Mencién Honorifica

José Luis Miranda Olvera, de Jalisco, Bronce

Diego Alonso Roque Montoya, Nuevo Ledn, Bronce
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ESTUDIANTE MEXICANO OBTIENE EL PREMIO
“‘UNA SOLUCION CREATIVA”
EN LA XIl OLIMPIADA DE MATEMATICAS DE CENTROAMERICA Y EL CARIBE CELEBRADA
EN PUERTO RICO.

Del 21 de mayo al 1° de junio de 2010, se llevé a cabo la Xl Olimpiada de Matematicas de Centroamérica y el Caribe, en
Mayaguez, Puerto Rico.

El propésito de una olimpiada de matematicas, como en cualquier otra olimpiada, es descubrir y destacar a los mejores
competidores; en este caso a través de la solucién de complejos problemas matematicos.

Los participantes de esta olimpiada son estudiantes de maximo 16 afios de edad, de Centroamérica y el Caribe, que
tienen como meta resolver un examen integrado por seis problemas inéditos, propuestos por matematicos profesionales
de todos los paises participantes. El examen en su conjunto es el resultado de un largo periodo de formulacion, seleccion
y analisis que culmina con semanas de intensa busqueda de todas las posibles soluciones existentes.

En la Xll Olimpiada de Matematicas de Centroamérica y el Caribe, los paises participantes fueron: Colombia, Costa Rica,
El Salvador, Guatemala, Honduras, las Islas Virgenes Americanas, Jamaica, México, Nicaragua, Panama, Puerto Rico,
Republica Dominicana, Trinidad y Tobago y Venezuela.

El desempefio de México en esta competencia internacional se destaco alcanzando el Primer Lugar.

La delegacion mexicana que participd estuvo integrada por: Diego Alonso Roque Montoya y Fernando Josafath Afiorve
Lépez, de Nuevo Ledn; y Julio César Diaz Calderdn, de Oaxaca. Diego obtuvo medalla de oro y, Julio César y Fernando
medallade plata.

Diego Alonso Roque Montoya de 14 afios, obtuvo también el “Premio a la Solucién Creativa”, reconocimiento que se
entrega al competidor que proponga una solucién novedosa para alguno de los problemas matematicos planteados; una
solucién que ningun miembro del jurado haya previsto anteriormente. Cabe resaltar que, en las doce emisiones de la
Olimpiada de Matematicas de Centroamérica y el Caribe, esta es la segunda vez que un participante es distinguido con
dicho premio.

¢ Como se seleccionan los alumnos que participan en una Olimpiada de Matematicas a nivel internacional?

La Sociedad Matematica Mexicana, a través del Comité de la Olimpiada Mexicana de Matematicas (OMM), convoca a
inicios de cada afo a un Concurso Nacional, el cual se lleva a cabo en el mes de noviembre. En este concurso participan
seis alumnos por cada estado de la Republica, desde los 12 a los 18 afios de edad, previamente seleccionados en su
entidad federativa.

En el Concurso Nacional de la OMM, los alumnos se enfrentan a un examen que consta de seis problemas. Los alumnos
que obtienen los mejores resultados conforman la preseleccion, la cual sera preparada y entrenada para convertirse en la
cantera de donde se seleccionen, a través de varios examenes, a los representantes de México para los diversos
concursos de matematicas a nivel internacional.

El préximo mes de julio de 2010, en Kazajistan, se llevara a cabo la 51° Olimpiada Internacional de Matematicas. La
delegacién mexicana esta integrada por: Diego Alonso Roque Villanueva, de Nuevo Ledn; Flavio Hernandez Gonzalez,
de Aguascalientes; Daniel Perales Anaya, de Morelos; Manuel Enrique Dosal Bustillos, de Chihuahua; Irving Daniel
Calderon Camacho, del Estado de México y José Luis Miranda Olvera, de Jalisco.

Es importante sefalar que eventos de esta magnitud, que implican formacién, seguimiento, entrenamiento y
participacion, no pueden llevarse a cabo sin el apoyo de la Secretaria de Educacion Publica, SEP, el Consejo Nacional de
Ciencia y Tecnologia, CONACYyT, y diversas instituciones educativas del pais. Desgraciadamente, en los ultimos afios
estos apoyos han sido cada vez mas dificiles de concretarse, lo que pone en riesgo la participacion de México en
competencias internacionales y puede reducir el esfuerzo realizado por la Sociedad Matematica Mexicana alo largo de 24
afos, en simples cenizas. Es importante resaltar que actualmente en todas las universidades publicas del pais que
cuentan con carreras cientificas, podemos encontrar ex olimpicos entre sus investigadores destacados.

Para mayor informacién consulte la pagina: www.omm.unam.mx
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SMM-Fundacién Kovalévskaia
CONVOCATORIA 2010

Objetivo: Promover la participacion de las mujeres en la
investigacion matematica en México.

I. Dirigido a:

a) Mujeres mexicanas que realizan estudios de doctorado en
cualquier campo de la matematica.

b) Mujeres gue realizan investigacion en matematicas, que estan
adscritas a una institucion de educacion superior 0 a una
institucion publica de investigacion en México, y que
obtuvieron el grado de doctor dentro de los cinco afios previos
a la fecha de emision de esta convocatoria

II. Caracteristicas: Otorgar un apoyo econémico complementario
para:

a) La conclusion del proyecto doctoral y la obtencion del grado.

b) Llevar a cabo un proyecto de investigacion.

Los apoyos seran individuales y no de grupo.

Fecha limite: 31 de agosto del 2010.
Requisitos e informes: http://www.smm.org.mx
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