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* La divina proporcion
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La divina proporcion

n la edad media, la investigacion de la belleza solia

ser clasificada como una rama de la teologia, pues

la belleza era considerada un atributo de Dios. El

investigador mas notable fue San Agustin, quien di-
jo: “la belleza consiste en unidad y orden que surgen de la
complejidad”. Tal orden podria ser, por ejemplo, ritmo, si-
metria, o simples proporciones. Pero, ;qué debemos entender
por proporcién?

De acuerdo con el libro V de los Elementos de Euclides
[4], una razon es una determinada relacién respecto a su tama-
o entre dos magnitudes homogéneas (es decir, comparables
entre si), mientras que proporcién es igualdad entre dos razo-
nes.

Consideremos ahora un segmento de recta con extremos
Ay By, sobre este segmento, consideremos un punto P. Asf,
cabe preguntarse ;cémo divide el punto P al segmento origi-
nal?

Si a denota la longitud de AP, blade PByclade AB, al
considerar las combinaciones de estos tres elementos tomados
de dos en dos, podemos formar las siguientes razones:

a a b b c c

bca e alb
Con estas 6 razones, podemos formar 15 proporciones, a
saber, las posibles combinaciones de los 6 elementos anterio-

res tomados de dos en dos, como mostramos a continuacion:
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MATEMATICAS

Laura Hidalgo Solis
Universidad Auténoma Metropolitana
Unidad Iztapalapa

“Las ciencias y disciplinas matemdticas se
encuentran en el primer grado de la certeza
v la siguen todas las ciencias naturales; y
sin el conocimiento de aquellas se hace
imposible entender bien ninguna otra
ciencia. . . Igualmente estd escrito en la
sabiduria que todo aquello que se encuentra
distribuido por el universo inferior y
superior se reduce necesariamente al
niimero, peso y medida”

Fra. Luca Pacioli

a_a a_b a_b
b ¢’ b a’ b
a_¢c a_c a_b
b T a b b c  a’
a_b a_c¢ a_c
c ¢ c  a’ c b
b_b b_c¢c b_c¢
a ¢’ a  a’ a b
b _ ¢ b_c c¢c_c¢
c  a’ c b a b’

De las soluciones a todas estas proporciones posibles te-
nemos las cuatro siguientes opciones: A = P, B = P, o bien,
P es el punto medio de A y B, y finalmente, obtenemos una
solucién asimétrica de una magnitud en dos partes, es decir,
P no coincide con los extremos ni con el punto medio del seg-
mento AB. La longitud ¢ del segmento AB se ha dividido en
dos partes desiguales, de modo que el total es a la parte mayor
como la parte mayor es a la parte menor. Euclides (325-265
a.C.) escribi, en el libro VI de los Elementos [4]], 1a siguiente
definicién:

Se dice que un segmento de recta ha sido cortado
en extrema y media razén cuando el segmento
entero es al segmento mayor como el segmento
mayor es al segmento menor.

Si al segmento menor le asignamos el valor de una unidad,
y al mayor de x unidades, al plantear algebraicamente dicha
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proporcién obtenemos:

1
v :£¢x27171:0
T 1

cuya solucién positiva es el nimero

1 5
o= %ﬁ ~ 1.6180339887498948482 . ..
conocido como nimero dureo o nimero de oro, mientras que
su otra solucidn es

1—+/5 1

=—==1—p~ —0.6180339887...
2 ®

Llamaremos 7 al reciproco de ¢, pues es la primera letra
de la palabra griega Tou1) que significa corte o seccion.

1 ¥

A P B

Figura 1: Corte dureo.

La denominacién moderna para el nlimero 4ureo la efec-
tud en 1900 el matematico Mark Barr en honor a Fidias (490-
431 a.C.), con la letra griega ¢, ya que ésta era la primera letra
de Fidias escrita en griego (Perdiag). Fidias fue el mas famo-
so de los escultores de la Antigua Grecia, ademds de pintor
y arquitecto. Fidias, se encuadra en la etapa conocida como
“primer clasicismo griego”, diseiid las estatuas de la diosa
Atenea en la Acrépolis de Atenas (Atenea Partenos, dentro
del Partenén, y Atenea Promacos), y la colosal estatua senta-
da de Zeus en Olimpia. El honor de asignar al nimero dureo
dicha letra se le concedi6 a Fidias por el maximo valor esté-
tico atribuido a sus esculturas. Dicha propiedad estética ya se
le atribuia por entonces también al nimero dureo.

El niimero satisface una gran cantidad de propiedades ma-
tematicas entre las que cabe mencionar:

1. Lainconmensurabilidad de ¢, es decir, ¢ es un nimero
irracional. Ademads ¢ es un niimero algebraico ya que
satisface la ecuacion de segundo orden con coeficientes
enteros.

n+2

2. p? = ¢+ 1. En general, "2 = "+ 4 " para todo

entero n.

3. La sucesién {p"} es multiplicativa y aditiva a la vez,
es decir, participa al mismo tiempo de la naturaleza de
una progresién geométrica, "t = ¢ - ¢", y de una
aditiva, "2 = "1 4 ",

Luca Pacioli calificé a esta proporcién como Divina por
las correspondencias que encuentra entre ésta y la divinidad
en su obra De Divina Proportione (La Divina Proporcion [3]]),
publicada en Venecia en 1509. El discurso de La Divina Pro-
porcion puede resumirse en lo siguiente:

2 SOCIEDAD MATEMATICA MEXICANA

El arte debe reflejar, como lo harfa un espejo, la
estructura matematica del universo. La propor-
cién matemadtica, principio universal y objetivo
de belleza, debe convertirse en punto de referen-
cia obligatorio para todo el arte

Antonio M. Gonzilez Rodriguez.
Introduccién. La Divina Proporcién [5]].

Pacioli [3], en el Capitulo V, enumera las correspondencias de
semejanza que encuentra en esta proporcién y Dios mismo, de
las cuales mencionamos las siguientes:

La primera correspondencia: Ella (la proporcién)
es una sola y no mis y no es posible asignarle
otras especies ni diferencias. Dicha unidad es el
supremo epiteto de Dios mismo, segiin toda la
escuela teoldgica y también filosdfica.

La segunda correspondencia (la de la Santa Tri-
nidad): asi como in divinis hay una sustancia en-
tre tres personas, Padre, Hijo y Espiritu Santo, de
igual modo una misma proporcién se encontrard
siempre entre tres términos, y nunca de mas o de
menos, como se dira.

La tercera correspondencia es que, asi como Dios
no se puede propiamente definir ni puede darse
a entender a nosotros mediante palabras, nuestra
proporcién no puede nunca determinarse con un
nuimero inteligible ni expresarse con cantidad ra-
cional alguna, sino que siempre es oculta y secre-
ta y es llamada irracional por los matematicos.

La cuarta correspondencia consiste en que, asi
como Dios nunca puede cambiar y estd todo El
en todo y en todas partes, de igual modo nuestra
proporcién es siempre la misma e invariable en
toda cantidad continua y discreta, grande o pe-
quefia, y de ninguna manera puede cambiar, ni
de otro modo puede aprehenderla el intelecto.

La quinta correspondencia puede afiadirse no sin
razén a las cuatro anteriormente citadas: asi co-
mo Dios confiere el Ser a la virtud celeste, por
otro nombre llamada quinta esencia, y mediante
ella a los otros cuerpos simples —es decir a los
cuatro elementos, tierra, agua, aire y fuego—y a
través de éstos da el ser a cada una de las otras co-
sas de la naturaleza, de igual modo nuestra santa
proporcion confiere el ser formal ...

Luca Pacioli [S], en los capitulos VII al XXII, habla de
los trece efectos principales de la divina proporcion, esto es,
de las principales propiedades matemdticas que caracterizan
esta proporcion, aunque, como €l mismo menciona, existen
posiblemente una infinidad de efectos: “... hemos elegido so-
lo estos trece, en honor del grupo de doce y de su jefe, nuestro
Santisimo Redentor Cristo Jesus, pues, habiéndoseles atribui-
do el nombre de divinos, se les debe poner final con el niimero

de nuestra salvacion . ..”
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Para explicar los cinco primeros efectos considérese un
segmento AB y sea C' un corte dureo del segmento AB con
AC > CB,y sea M el punto medio del segmento AB.

El primer efecto.“Cuando una linea se divide segin la
proporcién que tiene el medio y dos extremos, si a su parte
mayor se afiade la mitad de toda la linea asi proporcionalmen-
te dividida, se sigue de modo necesario que el cuadrado de su
conjunto siempre serd el quintuplo del cuadrado de dicha mi-
tad integral.” Esto es, dado el segmento AB, si M’ denota el
simétrico de M con respecto al punto A, entonces:

(M'A+ AC)? = 5(MB)?.

El segundo efecto. “Si se tiene una cantidad dividida en
dos partes y a una de ellas se le afiade una cantidad tal que
el cuadrado de este conjunto sea el quintuplo del cuadrado
de la cantidad agregada, se sigue necesariamente que dicha
cantidad afiadida es la mitad de la primera cantidad dividi-
da en dichas dos partes, que aquella a la que se afiade en su
parte mayor y que toda ella estd dividida segin nuestra pro-
porcién. .. Y este efecto es reciproco del precedente, como se
concluye en la segunda del decimotercero, geométricamente.”

Figura 2: El segundo efecto.

Usando la notacién anterior, si al segmento mayor AC' le
afiadimos un segmento D A en forma tal que DC = DA+ AC
y tal que

(DC)? = (DA + AC)* = 5(DA)?

entonces
DA =AM = MB,

y C es un corte dureo de AB, como se ilustra en el diagrama
@.

Para explicar tal efecto Pacioli tom6 un segmento y lo di-
vidi6 en dos partes, la mayor /125 —5 y la menor 15— /125,
y ala parte mayor /125 — 5 le afiade 5 como tercera cantidad;
la suma de estas dos cantidades es (\/ﬁ —5)+5= \/ﬁ,
cuyo cuadrado es 125, mientras que el cuadrado de la cantidad
afiadida serd 25. Pero 125 = 5 x 25 donde 25 es el cuadrado
de la cantidad afiadida, por tanto se cumplen las hipétesis del
segundo efecto, ademds 5 es la mitad de la primera cantidad
10 = (v/125 — 5) + (15 — 1/125) dividida en tales dos partes
y que aquella a la cual se afiadi6 5 es la parte mayor de dicha
primera cantidad dividida segin la divina proporcién.

El tercer efecto. “Si una cantidad se divide por segin
nuestra proporcién, y a su parte menor se le afiade la mitad
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de la mayor, el cuadrado de la suma serd siempre el quintuplo
del cuadrado de la mitad de dicha parte mayor.”

Siguiendo con la notacién anterior, denotemos por G el
punto medio del segmento mayor AC), es decir, AG = GC.
Entonces:

(GC + CB)? = 5(AG)2.

El cuarto efecto. “Si se divide una cantidad segiin nuestra
divina proporcién, y al total de dicha cantidad se le afiade su
parte mayor, entonces dicha suma y dicha parte mayor serdn
partes de otra cantidad dividida del mismo modo, y la parte
mayor de esta segunda cantidad serd siempre el total de la
primera.”

AB _AC _ (AB+AC)  AB
AC CB AB - ACT

El quinto efecto. “Si se divide una cantidad segtin nues-

tra mencionada proporcion, la suma del cuadrado de la parte

menor y el cuadrado del total de dicha cantidad sera siempre

el triple del cuadrado de la parte mayor.”

AB _ AC
AC  CB

El sexto efecto. “Ninguna cantidad racional puede divi-
dirse segtin nuestra mencionada proporcién sin que cada una
de sus partes sea irracional, y la llamamos residuo.”

Basta recordar que ¢ y 7 = 1/ son ambos nimeros irra-
cionales, y si multiplicamos cualquier niimero racional por
alguno de ellos, obtenemos nuevamente un nimero irracio-
nal.

El séptimo efecto. “Si el lado de un hexdgono equilatero
se afiade al lado del decdgono equildtero, entendiéndose am-
bos como inscritos en un mismo circulo, su suma sera siempre
una cantidad dividida segiin nuestra mencionada proporcién y
la parte mayor de ésta serd el lado del hexdgono.”

= (CB)? + (AB)? = 3(A0)%

C

A B c’

Figura 3: El séptimo efecto.

Esto es, si AB es una arista del hexdgono, y BC una arista
del decdgono y elegimos sobre la recta AB un punto C’ tal
que BC" = BC, como se muestra en la figura , entonces
B es un corte dureo del segmento AC".

El octavo efecto. Es el reciproco del séptimo efecto. “Si
una linea se divide segun la proporcién que tiene el medio y
dos extremos, la parte mayor serd siempre el lado del hexa-
gono de aquel circulo y la menor el lado del decdgono.”

Si observamos nuevamente la figura (3) podemos notar
que BC = BC' es la arista del decdgono regular, mientras
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que AB es la arista del hexdgono, ambos inscritos en la mis-
ma circunferencia, y ademads el punto B es un corte dureo del
segmento AC".

El noveno efecto (al cual Pacioli considera el mas excelso
de todos). “Si en el circulo se forma el pentdgono equildtero
y en sus dos dngulos mds préximos se trazan dos lineas rec-
tas desde los extremos de sus lados, éstas, necesariamente, se
dividirdn entre si seglin nuestra proporcién y cada una de sus
partes mayores serd siempre el lado de dicho pentagono.”

En otras palabras, las diagonales del pentdgono regular se
dividirdn siempre en extrema y media razén, y el segmento
mayor de tal diagonal serd paralelo al lado correspondiente
del pentdgono regular, como se muestra en la figura (@)

A

C D

Figura 4: El noveno efecto.

El décimo efecto. “Si una cantidad se divide segin la
mencionada proporcidn, todos los efectos que de ella y de
sus partes pueden resultar ocurrirdn de igual modo, en hébito,
ndmero, especie y género, en cualquier otra cantidad asi divi-
dida.” En términos de ¢, simplemente estamos diciendo que
la sucesion {¢™ }, ¢z es a la vez, multiplicativa y aditiva.

El iindécimo efecto. “Si se divide el lado de un hexdgono
equildtero segiin nuestra divina proporcioén, su parte mayor
serd siempre, necesariamente, el lado del decdgono circuns-
crito por el mismo circulo del hexdgono.” Véase nuevamente

la figura (3).

El duodécimo efecto (al cual Pacioli llama casi incom-
prensible). “Si se divide una cantidad segtin nuestra mencio-
nada proporcion, la raiz de la suma del cuadrado de la canti-
dad y el cuadrado de la parte mayor serd siempre, en propor-
cién a la raiz de la suma del cuadrado de dicha cantidad y de
su parte menor, como el lado del cubo es al lado del tridngu-
lo en el cuerpo de veinte bases”, ambos circundados por una
misma esfera, como se muestra en la figura (E]) Esto es, dado
un segmento AB y C un corte aureo de AB con AC' > CB,
si 7 es la medida del radio de la esfera, entonces la medida de

2V/3

la arista del cubo circunscrito por dicha esfera es a. = 3 T,

mientras que la medida de la arista del icosaedro regular cir-
4

cunscrito por dicha esfera es a; = ————=
10+2V/5

r, por lo que

4 SOCIEDAD MATEMATICA MEXICANA

(AB2+(AC)? a.
(AB)*(CB)? a;
2v/3 .
_ 3
4
10 +2v/5 '
= % 10+ 2V5

Figura 5: El duodécimo efecto.

El décimotercer efecto (al cual Pacioli denomina digni-
simo). Este efecto nos dice que es imposible dibujar el pen-
tdgono regular sin la divina proporcién, y “sin dicho penté-
gono. .. es imposible formar o imaginar el cuerpo mas noble
de entre todos los cuerpos regulares, el llamado dodecaedro”,
cuya forma atribuye Platon a la quintaesencia.

Para la demostracién de los efectos anteriores, Pacioli su-
pone que el segmento total tiene una medida de 10 unidades,
entonces el segmento mayor tiene una medida de v/125 — 5y
la menor 15 — 1/125. Manipulando estos niimeros logra mos-
trar las propiedades a las que se refiere. Para el noveno efecto
supone que la medida de una de tales cuerdas, digamos AC
tiene una medida de 10 y utilizando la geometria del penta-
gono concluye que CF = v/125—5y AF = 15—+/125. Para
los efectos que involucran el hexdgono y el decagono, supone
que el lado del hexagono tiene una medida de 10 unidades, y
por ende, el decdgono circunscrito por el mismo circulo ten-
drd un didmetro de 20. La demostracién del décimo tercer
efecto se basa en diversas proposiciones del libro de Eucli-
des.

Pero, ;c6mo podemos dividir un segmento AB en extre-
ma y media razén?

Euclides explica el procedimiento en la proposicién 30
del libro VI de Los Elementos [4] (sobre figuras geométricas
que son semejantes y proporcionales), el cual reproducimos a
continuacidén, apoyandonos en la ilustracién siguiente. Dado
el segmento AB, trazamos la perpendicular BD de la mis-
ma longitud que AB, y obtenemos el punto medio C de BD.
Trazamos el segmento AC'. Con centro en C' trazamos una cir-
cunferencia por B,y sea E el punto donde corta el segmento
AC. Con centro en el punto A trazamos la circunferencia por
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A M B

Figura 6: Construccién del corte dureo.

E, el punto M donde esta circunferencia corta el segmento
AB es un corte dureo de AB.

Si consideramos un rectangulo dureo ABC D, es decir,
un rectangulo donde el cociente de la longitud del lado mayor
con respecto al menor sea ¢ podemos ver que la figura se di-
vide en un cuadrado AEF' D y un rectangulo dureo EBCF,
por lo que podemos continuar con este proceso indefinida-
mente hasta obtener un punto O. Véase la figura (7)

D

Figura 7: El rectdngulo dureo y la espiral de Durero.

El punto O es el punto donde se cortan las diagonales AC'
y BF de los rectangulos dureos ABC D y EBC'F, cabe notar
que los segmentos AC'y BF son perpendiculares. Este punto
se conoce con el nombre de polo de la espiral equiangular que
pasa a través de los cortes dureos D, E, G, J ...

En 1525, Alberto Durero publicé su libro Instruccion so-
bre la medida con regla y compds de figuras planas y solidas.
En este libro se describe coémo trazar con regla y compds la
espiral durea basada en la seccion durea, la cual se conoce co-
mo “espiral de Durero”. El cardcter de inconmensurabilidad
de la divina proporcion fue causa de su restringida aplicacion
en las artes del Renacimiento, sin embargo, en el siglo XIX
resurge el interés por estas proporciones.

Matila C. Ghyka [2] (1881-1965 d.C) fue poeta, novelis-
ta, ingeniero eléctrico, matemadtico, historiador, abogado, mi-
litar, diplomatico y Ministro Plenipotenciario de Rumania en
el Reino Unido durante los afios 30’s. Ghyka se destac6 por
su exhaustivo estudio de la proporcién durea. En su libro Le
nombre dor: I Les rythmes - Il Les rites (El nimero de oro: |
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Los ritmos - II Los ritos [2]) Ghyka expuso una teoria, para
entonces novedosa, sobre los trazados arquitecténicos egip-
cios, griegos y goticos, definiendo las diferentes categorias
del ritmo que se desarrollan en el tiempo y el espacio. Asi-
mismo, muestra la transmision continua del estudio del penta-
grama pitagorico, de sus variantes y de los trazos geométricos
emparentados con €l, tales como el dodecaedro y el icosaedro
regular y estrellado, pues todo trazado, toda proyeccién que
represente estos cuerpos, aislados o combinados, requerird la
particién inicial de un segmento segin la seccién durea.
Ghyka present6 a Salvador Dalf esta proporcion y sus pro-
piedades, lo cual crea en él un gran interés, y la aplica en
varias de sus obras. En el video Dimensién Dali [6], el ar-
tista Tim Phillips, comenta sobre la influencia de Ghyka so-
bre Dali: “El realmente pensaba que Ghyka habia resuelto el
problema de la composicion geométrica. Por ejemplo, aqui

hay. .. esto es una transcripcion del diagrama de composi-
><] X X
v
X

Figura 8: Descomposicién arménica del rectangulo dureo [[1]],
(2], y [6].

cion de Matila Ghyka, basado en la regla de oro, y que Dali
utilizaba continuamente. Dali tenia una fe ciega en Ghyka y
aplicaba el diagrama prdcticamente para todo.”

A finales de la década de los 40, el interés de Dali por los
temas cldsicos estaba cada vez mas relacionado con su cre-
ciente interés por la teoria atomica, en especial con la idea de
que la materia sélida se compusiese de particulas en constante
cambio. Leda atomica (1949) estda hecho mediante la técnica
del 6leo sobre lienzo, es de estilo surrealista y sus medidas son
61.1 x 45.3 cm. Se conserva en la Fundacién Gala—Salvador
Dali, en Figueras, Espaia. Esta obra combina la leyenda mi-
tologica clasica griega de “Leda y el cisne” desde una pers-
pectiva “atdmica” del mundo que se simboliza por los objetos
suspendidos en el aire imitando a los 4tomos que la compo-
neny que nunca se tocan. Dalf escribi6 sobre esta obra: “Todo
estd suspendido en el espacio, sin que ninguna cosa toque a
otra. El propio mar se eleva a distancia de la tierra.”[3]]

La versién definitiva fue precedida de varios estudios a
tinta china y de una pintura al 6leo del mismo tema que no
lleg6 a terminar. Con la ayuda de Ghyka, Dali realizé compli-
cados célculos tedricos durante tres meses que dieron lugar a
la peculiar composicion del cuadro. La pintura sintetiza siglos
de tradicién matematica y simbdlica, especialmente pitagdri-
ca. Se trata de una filigrana basada en la proporcién durea,
pero elaborada de tal forma que el espectador no la aprecia a
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simple vista. En el boceto de 1947 se advierte la precision del
andlisis geométrico realizado por Dali basado en el pentagra-
ma mistico pitagoérico, el cual es una estrella de cinco puntas
dibujada con cinco trazos rectos.

Enla década de los 50 Dali estaba cada vez mds involucra-
do con la Iglesia Catdlica, incluso dos papas le concedieron
audiencia, aunque su relacién seguia siendo compleja, pues él
afirmaba ser de algiin modo catdlico y agnéstico. Relacionada
con la proporcién durea, una de las obsesiones pictéricas de
Dali fue la de la figura geométrica del dodecaedro, un polie-
dro convexo de doce caras que son pentdgonos regulares, esto
es, de lados iguales y dngulos internos congruentes. Su obra
maestra relacionada con ésta figura es el enorme 6leo sobre
lienzo de EI Sacramento de la Ultima Cena (1955), en este
cuadro, Dalf utiliz6 la proporcién durea en la razén de las di-
mensiones de su cuadro, que son 267 cm de largo por 166.7
cm de alto, cuyo cociente es aproximadamente 1.6016 ~ .
En éste cuadro se muestra a Jesds con sus discipulos delante
de un fondo de cuatro ventanas geométricas, a través de las
cuales se puede observar nitidamente la Bahifa de Port Ligart.
Las cuatro ventanas geométricas corresponden a una fraccion
del dodecagono, esto es, doce pentdgonos y doce apdstoles,
como Dali decia: “La comunion debe ser simétrica.”

Este cuadro no recibi6 el reconocimiento de los criticos,
Cristo no es representado como se acostumbra. Su pelo es
claro y no tiene barba. Su tinica es la unica que deja al des-
cubiertio su pecho. Observando con mas detalle, vemos que
Cristo es transparente en su parte inferior, ya que la barca que
se encuentra en el paisaje puede verse a través de él.

Sobre todo el conjunto estd el torso de Cristo, simbolo de
la entrega al hombre, de su carne. Extiende sus brazos y al
igual que el Cristo que se encuentra abajo, se difumina po-
co a poco. Chester Dale, benefactor y fundador de la Galeria
Nacional de Arte de Washington D.C. sintié gran admiracién
por la obra, la compré y la doné mas tarde a la coleccion per-
manente de la Galeria [3].
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tQue dice el teorema de

Viviani?

onsidere un tridngulo equilatero, digamos el AABC'
c y coloque un punto en su interior (o en sus lados),

después trace segmentos perpendiculares de recta

que vayan del punto a cada uno de los lados del
tridngulo, sume la longitud de estos tres segmentos. Repita
el proceso anterior tantas veces como considere necesario to-
mando en cada repeticién un punto distinto al anterior. ;Nota
algo especial?

di+dy+ds =7

dy +dy + dy =
d +df + df =2

Figura 1: Tridngulo equilatero AABC' con distintos puntos
en su interior y sus respectivos segmentos perpendiculares a
cada lado.

De este experimento podemos notar que la suma de los
tres segmentos es independiente de donde se encuentre el pun-
to. Este hecho fue descrito en 1659 por Vicenzo Viviani, dis-
cipulo de Galileo Galilei, quien ademds reconstruyd y publicé
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en lengua italiana los escritos de Arquimedes y Euclides.
En lenguaje moderno el enunciado de Viviani es el si-
guiente:

Teorema 1 (Teorema de Viviani). Sean AABC' un tridngulo
equildtero y P un punto en el interior de este (0 en sus la-
dos). Entonces, la suma de las distancias de P a los lados del
NABC es constante e igual a la longitud de su altura.

La importancia de este resultado no se limita tinicamente
a las numerosas pruebas y generalizaciones que se han hecho.
Este resultado tiene importantes aplicaciones en la programa-
cion lineal y en los diagramas ternarios, ademas ha generado
un gran interés en el campo de la docencia ya que, por una
parte su planteamiento es sencillo y como veremos enseguida
algunas demostraciones son féciles y claras.

Demostracién. (173)
Véase la figura 2. O

Demostracion. (Zda)

Denotemos en general el area de cualquier AABC' por
(ABC), la cual es: %.

Por otro lado tenemos:

(APC) — AC’2~ hy

iy~ PAT
B-h,

(CPB):(72

Como (ABC) = (APC) + (BPA) + (CPB), entonces

AC-h _AC-h, BA-h. CB-h,
= - +

2 2 2 2
AC-h  AC-h, A AC-h. A AC-h,
2 2 2 2

(por hipétesis el AABC' es equilétero)
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Por lo tanto h = h, + hy + he.

A

Figura 2: “Prueba sin palabras” del teorema de Viviani [4].
Los circulos punteados indican un giro de %’T en sentido ho-

rario del (o de los) tridngulo(s) contenido(s).

Figura 3: Prueba del teorema de Viviani mediante el cdlculo
de dreas.

O

Demostracion. (3T9)

Consideremos el AA'B'C" = ANABC, talque P € A'C’
y D, E'y F los pies de las perpendiculares correspondientes
a cada lado por el punto P. Sea [ la recta paralela a B'C” por
PyseaK =1NAB,I =1nAC). Sean N el pie de la
perpendicular a l por A’ y R el pie de la perpendicular a A’ B’
por P. Entonces
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h=AJ=AN+ PE
= PR+ PFE (yaque A’N y PR son alturas
del AA’K P que es equilatero)
=PD+ DR+ PE
=PD+ PF + PE (yaqueel APFI = AGHK,
donde H es el pie de la perpendicular a A’ B’ por G)
=he+ hy + hq

Figura 4: Prueba del teorema de Viviani con tridngulos con-
gruentes, propiedades de rectas paralelas y perpendiculares.

O

Podriamos seguir mostrando distintas pruebas al teorema
de Viviani que, por cuestiones de espacio no las mencionare-
mos (ver por ejemplo [12]]). Sin embargo, ahora nos plantea-
remos preguntas de la forma ;Qué tal si...?

S M M&



Una pregunta natural seria ;Qué tal si el punto P no estd
en el interior del AABC?

Para empezar tengamos cuidado de dénde ponemos el pun-
to P. Primero notemos lo que sucede cuando el punto se en-
cuentra en alguna de las regiones sefialadas por Z, Zs 0 Zs.

A A

ha

B/ \C’

B E J

Figura 5: Caso 1: El punto P no estd en el interior del AABC,
regiones Z1, Z2 0 Zs. (Idea grafica para la demostracidn).

Tenemos de manera similar a la prueba (2) del teorema
que:

(ABC) = (PAB) + (PBC) — (PAC).

Lo cual da por resultado: h = h.+h, —hp. Andlogamente
podemos ver que esto se cumple cuando P se encuentra en las
regiones Zs 0 Z3.

Veamos ahora qué ocurre cuando P se encuentra en las
regiones Z1, Z4 o Z%.

Ahora tenemos:

(ABC) = (PAB) — (PBC) — (PAC).

Lo cual da por resultado: h = h, — h, — hy. Andlogamen-
te esto se cumple cuando P se encuentra en las regiones Z1 o
Zb,.

En el caso de que P estuviera en los lados del AABC o
en la prolongacion de ellos el resultado sigue siendo cierto y
la prueba es similar a la anterior.

Ahora si, ya estamos en condiciones para dar una genera-
lizacién al teorema de Viviani, cuando el punto se encuentra
fuera del AABC'y para verlo de una mejor forma, hablare-
mos de distancias positivas y negativas con la siguiente con-
vencion:

= Diremos que la distancia de un punto P localizado en el
exterior de un AABC' a alguno de sus lados es positiva
si el punto y el tridngulo estdn en el mismo semiplano
determinado por el lado considerado.

SOS MM
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Figura 6: Caso 2: El punto P no estd en el interior del AABC,
regiones Z1, Z4 o Z%. (Idea gréfica para la demostracion).

= Diremos que la distancia de un punto P localizado en el
exterior de un A ABC a alguno de sus lados es negativa
si el punto y el tridngulo estdn en distintos lados del
semi plano determinado por el lado considerado.

Teorema 2 (Teorema generalizado de Viviani para tridngulos
equildteros). Sean el NABC equildtero y P un punto en el
plano. Consideremos hgy, hy y h. las distancias signadas de
P a cada uno de los lados del NABC'y sea h la longitud de
su altura. Entonces

hq + hy + he = h.

Vayamos un poco mds lejos y preguntémonos ;Qué tal si
en lugar de tomar un tridngulo consideramos un cuadrado o
un pentagono regular o cualquier poligono regular P, de n
lados?

Como respuesta a esta pregunta, tenemos el siguiente teo-
rema cuya demostracién es andloga a la prueba (2) del Teore-
ma de Viviani y tomando en cuenta que el drea de un poligono
regular es Ap, = 5, donde s el perimetro de P, y a su apo-
tema:

Teorema 3 (Teorema generalizado de Viviani para poligo-
nos regulares). Sean P, un poligono regular de n lados y
P un punto en el plano. Si a es la apotema y h; las distan-
cias signadas de P a cada uno de los lados del poligono con
i€{1,2,...,n}, entonces

n
E h; = na.
i=1

CARTA INFORMATIVA 9



Zy

Figura 7: Idea gréfica de la demostracion del teorema generalizado de Viviani para poligonos regulares aplicado a un heptdgono
regular Pr.

Figura 8: El teorema de Viviani para tetraedros regulares ABCD (ver [[I]] para una demostracién que no utiliza el célculo de
volimenes).
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Ya en este punto, llevemos el teorema de Viviani al espa-
cio y (qué tal si ahora consideramos un tetraedro regular?

La respuesta a esta pregunta no podria ser mas que satis-
factoria: Aplicando nuevamente la técnica de la demostracién
(2), con volimenes en esta ocasién y teniendo en cuenta que
el volumen de cualquier pirdmide es: %, donde Ay es el drea
de la base y h la longitud del segmento perpendicular a una
cara por el vértice opuesto (su altura), tenemos el siguiente
teorema:

Teorema 4 (Teorema generalizado de Viviani para tetraedros
regulares). Sean AABC D un tetraedro regulary P un punto
en el espacio. Consideremos a hg, hy, he ¥ hq las distancias
signadas de P a cada uno de las caras del NABCD y sea h
la longitud de alguna de sus alturas, entonces

ha +hy + he + ha =h

Como es de esperarse, para poliedros regulares convexos
tenemos nuestro equivalente del Teorema de Viviani.

A continuacién dejamos algunas preguntas que pueden
servir de apoyo al lector interesado para ahondar mas en el
tema.

= ;Qué tal si vemos qué sucede con tridngulos isdsceles
o escalenos?

= ;Qué tal si analizamos lo que ocurre con poligonos ar-
bitrarios?

= ;Qué tal si ahora consideramos un poliedro regular no
convexo o prismas?

= ;Qué tal si lo probamos con politopos en general?

= ;Qué tal si lo planteamos y traducimos en geometrias
no euclidianas?

Otra pregunta, no menos importante que podemos incluir
entre las anteriores: ;Qué tal si analizamos el reciproco del
teorema de Viviani? y ante esta cuestion aqui tenemos el si-
guiente:

Teorema 5 (Reciproco del Teorema de Viviani). Sea AABC
un tridngulo, R una region circularﬂ para la cual la suma
de las distancias de un punto P en R a los tres lados del
tridngulo es independiente de la posicion de P. Entonces el
NABC es equildtero.

Demostracion. Sea P un punto en R; uy, us y us vectores
unitarios desde P tales que u; LCA, us L ABy us 1 BC.

Sea u = uy + ug + usg. Afirmamos que v = 0. Para verlo,
supongamos que u # 0. Por hipdtesis, tenemos que existe un
punto P’ en R tal que PP’ es paralelo a u. Sea w = PP/,
y sea # el angulo entre w y u;. Ademas, sean hg, hy v h, las
distancias desde P alos lados del AABC, y sean hl,, hy y h,
las respectivas distancias desde el punto P’. Notemos también
que por hipétesis hq + hy + he = b, + hj + k.

'la forma de la regi6n no es esencial ya que una regién en el plano (es
decir, un conjunto abierto y conexo) contiene una region circular
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Figura 9: El reciproco del teorema de Viviani parael AABC.

Por un lado tenemos,

y por otro lado,

Uy - w
[[]l

De estas dos igualdades obtenemos: uq - w = hy — hj.
Andlogamente us-w = h.—h. y ug-w = h,—hl,. Porlo que
w- (1 +ug +uz) = (hq + hy + he) — (b, + hyy + h.) = 0.
Es decir, w - u = 0, y tenemos por nuestro supuesto que estos
vectores son paralelos, entonces ||u| = 0!

De esto dltimo se sigue que, para i € {1,2, 3},

cos(f) =

(ya que el vector u; es unitario).

wi - (up +ug+ug) =u;-u=0

y ademads,

ul-(u1+u2+u3):1—|—u1~u2+u1-u3 (l)
ug - (u1 +ug +uz) = 1+ ug-uyp +ug - us ()
uz - (ug +us +uz) = 14 ug - uy + us - us 3)

Ahora consideremos las siguientes diferencias de las ecua-
ciones anteriores: (1) - (2) y (2) - (3). De aqui obtenemos,
Uy - Ug = U1 - Uz = Ug - uz. Notemos también que

0=wu-u=(uy +us+us)- (u +us + uz)
:3+2(U1'U2+U1'U3+U2‘U3).

Por lo tanto, uy - up = uy - uz = ug - ug = —3, asi si

es el dngulo entre los vectores u; y uj coni # j e {i,j} C
{1,2,3}; cos(a) = —1 lo cual implica que @ = 2T. De
aqui deducimos (por los cuadrilateros ciclicos formados) que
ZABC = /BCA = ZCAB = 7 y por lo tanto el AABC

es equilatero. O
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Nuevamente las preguntas relativas al reciproco del Teo-
rema de Viviani en sus miltiples generalizaciones se dejan al
lector interesado. Sin embargo, como comentario extra (pue-
de dejar de leer en este momento quien no este interesado en
seguir con las sorpresas), cuando lo consideramos para po-
ligonos regulares sélo es valido para tridngulos, una prueba
utilizando el método de la demostracién anterior ayuda a con-
vencerse de este hecho.

Hasta aqui hemos realizado un “pequeio” recorrido por el
universo de preguntas y sorpresas que nos dejé Viviani, tal vez
sin preverlo y con este ejemplo nos percatamos una vez mas
de la riqueza implicita que tiene una cuestiéon matematica.
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