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a teoría gravitacional de Newton permite, en prin-
cipio, determinar la órbita descrita por un cuerpo
celeste en movimiento. Sin embargo, justo después
de la muerte de Newton se hicieron observaciones

de las trayectorias seguidas por varios cuerpos celestes —
principalmente Júpiter, Saturno y la Luna— que discordaban
significativamente con las predichas por la teoría de Newton.
Por ejemplo, la teoría de gravitación predice que un perigeo
(posición mas cercana) de la Luna con respecto a la tierra se
alcanza cada periodo de dieciocho años mientras que en las
observaciones se encuentra que se alcanza aproximadamente
¡cada nueve años! Este tipo de situaciones “extrañas” hizo que
gente como Clairaut, D’Alembert y el mismo Euler cuestio-
naran, en su conjunto, la validez de la teoría desarrollada por
Newton, por lo que pensaban (inicialmente, principalmente
Euler) que dicha teoría requería de una reformulación o co-
rrección.

Gracias al ingenio de Clairaut se pudo establecer, al me-
nos teóricamente en un inicio, que las discrepancias se debían
a que la teoría de la gravitación daba estimaciones a primer
orden y que se necesitaba considerar la aproximación al si-
guiente orden para “corregir” la diferencia entre la teoría y
la realidad. A pesar de diferir con esta idea, Euler propone
a Clairaut para un premio otorgado por la Academia de San
Petersburgo en 1752. Por otro lado, y a pesar de su terquedad
intelectual, Euler desarrolla en 1753 y 1772 dos trabajos sobre
Teoría Lunar [1, 2] en los que desarrolla, por vez primera, mé-
todos analíticos aproximativos que corregían las soluciones a
cada orden con respecto a un parámetro pequeño de pertur-
bación. Cabe mencionar que en dicha teoría, Euler formaliza
por vez primera el problema restringido de tres cuerpos y se
da cuenta de la imposibilidad de encontrar una solución ge-
neral. A los trabajos de Euler le siguieron contribuciones sig-
nificativas de Lagrange y Laplace [3, 4] en donde empiezan
a aparecer el concepto de término secular, el cual es no aco-
tado. Pero fue hasta años mas tarde, y usando como piedra
angular los trabajos de Euler sobre Teoría Lunar, que George
William Hill [5] desarrolla formalmente la teoría de pertur-
baciones, apreciándose en todo su esplendor la magnificencia
de los trabajos de Euler.

Para dar una descripción general de cómo funciona la teo-
ría de perturbaciones consideramos dos problemas: Uno al-
gebraico y otro diferencial. Antes de comenzar el desarrollo
hecho en teoría de perturbaciones, debemos distinguir entre
problemas de perturbación Regular y Singular, tenemos pues
la siguiente definición.

Definición 1. Decimos que P ε(x) = 0 es un problema de
perturbación regular (respectivamente, singular) en el pará-
metro ε si su solución x(ε) converge (respectivamente, diver-
ge) a un valor fijo x∗ cuando ε tiende a cero. Donde x∗ satis-
face el problema sin pertubación, es decir, P 0(x∗) = 0.

El problema de perturbación P ε(x) = 0 puede represen-
tar una ecuación algebraica o una diferencial. El parámetro de
perturbación, ε, en principio, se supone pequeño y representa
la “corrección” a un cierto modelo de interés. Es de esperar-
se, por el teorema de la función implícita, que la solución al
problema completo con perturbación tenga soluciones depen-
dientes del parámetro de perturbación, esto es, x = x(ε). En
el caso de perturbación regular se tiene que x(0) = x∗.

Para propósitos ilustrativos consideramos solo problemas
de perturbación regular. En el caso singular debemos de “re-
gularizar” el problema de perturbación. Es importante comen-
tar que dichos problemas singulares son más interesantes pues
exhiben, a órdenes altos de aproximación, fenomenología que
queda “escondida” en el primer orden de aproximación (la
cual de hecho puede dar conclusiones “absurdas” pudiendo
dar lugar a “paradojas”). Podemos dar más detalles en una
exposición futura.

Pensemos que tenemos el problema algebraico:

0 = P ε(x) = x3 + εx+ 1.

Notamos que en ausencia de “perturbación” 0 = P ε(x) =
x3 + 1, la cual queda satisfecha en valores reales para x =
x0 = −1. Si creemos ahora que el término perturbativo εx
“corrige” “continuamente” a la ecuación cúbica 0 = x3 + 1,
entonces es natural pensar en una dependencia “suave” x =
x(ε) de la solución al problema perturbado P ε(x) = 0. Te-
nemos pues que el problema perturbado completo representa
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implícitamente una función diferenciable en el parámetro ε.
Haciendo derivación implícita podemos obtener la expresión:

x′(ε) =
x(ε)

3x2(ε)− ε

y usando el hecho de que x(0) = x0 = −1 encontramos que
x1 = x′(0) = − 1

3 .
Finalmente, encontramos que para perturbaciones peque-

ñas de ε, se tiene que x = x0+ εx1 = −1− 1
3ε es una aproxi-

mación a primer orden a la solución real de x3 − εx+ 1 = 0,
lo cual puede corroborarse porque es posible, en este caso,
resolver de manera exacta por medios algebraicos usando las
fórmulas de Cardano. El lector puede verificar que la ecua-
ción en cuestión está en su forma reducida y que se presentan
dos soluciones complejas conjugadas y una real si ε3 < 27

4 .
Todavía más, el lector puede convencerse de que la aproxima-
ción es correcta para perturbaciones pequeñas con respecto a
la solución exacta:

x =
3

√√√√−1 +√
1− 4

27ε
3

2
+

3

√√√√−1−√
1− 4

27ε
3

2
.

Una generalización del procedimiento anterior se puede
inferir con ayuda del Teorema de Taylor al suponer expansio-
nes:

x = x(ε) = x0 + εx1 + · · · =
∞∑
n=0

xnε
n

como correcciones a todos los órdenes de la solución sin per-
turbar. Es importante hacer notar que la expansión anterior
es buena por tener, de origen, un problema de perturbación
regular. Los coeficientes en la expansión de Taylor anterior
se obtienen al resolver de manera iterativa las ecuaciones ob-
tenidas de igualar coeficientes con la misma potencia en el
parámetro de perturbación.

Ahora consideramos el problema diferencial:

0 = P ε(x) = −x′(t) + αx− x2 + ε cos(t).

Dicho problema, en ausencia de perturbación, representa un
modelo depredador–presa de una sola especie: una presa si
α > 0 o un depredador si α < 0, que se satura (si es presa) o
que se extingue (si es depredador) a un tamaño constante de
población debido a factores del medio; que pueden ser efectos
de otras especies (depredador o presa aparente, según sea el
caso), por ejemplo. En un modelo simple de una sola especie,
como el de nuestro interés, podríamos argumentar cuáles fac-
tores externos a la especie en cuestión influyen en su dinámica
poblacional. Podríamos pensar, por ejemplo, que las variacio-
nes estacionales o enfermedades influyen en la reproducción–
mortandad de nuestra especie. Una suposición es que dichas
variaciones son periódicas, por lo que la ecuación que gobier-
na la dinámica poblacional es como la supuesta en nuestro
caso.

Procedemos como antes suponiendo para la solución una
expansión de la forma: x(t) = x0(t) + εx1(t) + . . . e igua-
lamos potencias de ε para obtener un sistema recurrente de

ecuaciones diferenciales ordinarias. Como podemos notar en
la expansión, ahora los coeficientes son funciones de la va-
riable independiente que define a la ecuación diferencial or-
dinaria. A primer orden, ε = 0, es fácil resolver y encontrar
que:

x0(t) =
α

1 +Ae−αt
,

donde A es una constante que se determina al especificar un
tamaño inicial de población x(0) = x0(0). En el siguiente
orden de aproximación debemos resolver

x′1 = (α− 2x0)x1 + cos(t)

sujeto a la condición inicial x1(0) = 0, para no tener depen-
dencia de la condición inicial en el parámetro de perturbación.
Podemos ver que a pesar de que la ecuación diferencial com-
pleta es no lineal, los términos perturbativos de corrección
definen ecuaciones diferenciales lineales y dependientes de la
solución anterior. Explícitamente la ordinaria para x1 es:

x′1 + α
1−Ae−αt

1 +Ae−αt
x1 = cos(t), x1(0) = 0.

El método del factor integrante junto con la condición ini-
cial produce:

x1 =
(e2αt −A2)α cos(t) + ((A+ eαt)2 + 2Aα2eαt) sen(t)

(A+ eαt)2(1 + α2)

+
(A2 − 1)αe−αt

(1 + α2)(1 +Ae−αt)2
.

la notoriedad de la aproximación en la reproducción del transitorio inicial, 
amplitud y periodos de oscilación.  

 
Figura	
  1:	
  Solución	
  numérica	
  y	
  aproximativa	
  para	
  el	
  modelo	
  de	
  una	
  sola	
  especie.	
  Los	
  parámetros	
  son:	
  

𝜶 = 𝟏,	
  𝜺 = 𝟎.𝟏	
  y	
  a)	
  x(0)=0.5	
  y	
  b)	
  x(0)=2. 
 
 
Concluimos nuestra exposición dando el teorema de aproximación. 
 
Teorema: Considere los problemas de valores iniciales: 

𝑑𝑥
𝑑𝑡 = 𝑓 𝑥, 𝑡 + 𝜀𝑔 𝑥, 𝑡; 𝜀 , 𝑥 𝑡! = 𝑥! 

y 
𝑑𝑦
𝑑𝑡 = 𝑓 𝑦, 𝑡 ,𝑦 𝑡! = 𝑥!, 

en las cuales 𝑓  y 𝑔  son Lipschitz en 𝑥𝜖𝐷 ⊂ ℝ!  y continuas con respecto a 
𝑥, 𝑡, 𝜀 𝜖𝐷×[𝑡!,∞)×(0, 𝜀!]. Entonces 𝑦 𝑡 = 𝑥! 𝑡 + 𝑂(𝜀) para 𝑡 < !

!
. 

 
Referencias: 
 
[1] Theoria motuum lunae. Berlin 1753, E. 187: O.II, 23. 
[2] Theoria motuum lunae. Petersburg 1772, E. 418: O.II, 22. 
[3] Lagrange, J.-L., Mécanique Analytique (2 vols.), edition Albert Blanchard, 
Paris (1788). 
[4] de Laplace, S. P., Traité de Mécanique Céleste, Bachelier, Paris (1799-1825). 
[5] G. W. Hill. A new theory of Jupiter and Saturn. Astronomical Papers of the 
American Ephemeris and Nautical Almanac. 1890. 

Figura 1: Solución numérica y aproximativa para el modelo
de una sola especie. Los parámetros son: α = 1, ε = 0.1 y a)
x(0) = 0.5 y b) x(0) = 2.

Tenemos pues una aproximación a primer orden x(t) =
x0(t) + εx1(t) a la ordinaria no lineal perturbada periódica-
mente de nuestro modelo de una sola especie. El lector puede
convencerse de que es imposible obtener una solución ana-
lítica al problema en cuestión. En la figura 1 mostramos las
comparaciones entre la solución aproximada de la teoría de
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perturbaciones y la solución “exacta”, obtenida por el méto-
do de Runge–Kutta de cuarto orden para la solución numéri-
ca de ecuaciones diferenciales ordinarias. Vemos que ambas
soluciones coinciden para tiempos largos a pesar de que la
teoría predice un error del orden de ε para tiempos menores
que 1

ε , ver teorema 2. Finalmente, comentamos que el com-
portamiento de la solución de nuestro ejemplo es un análogo
unidimensional de un ciclo límite asintóticamente estable y
remarcamos la notoriedad de la aproximación en la reproduc-
ción del transitorio inicial, amplitud y periodos de oscilación.

Concluimos nuestra exposición dando el teorema de apro-
ximación.

Teorema 2. Considere los problemas de valores iniciales:

dx

dt
= f(x, t) + εg(x, t; ε), x(t0) = x0

y
dy

dt
= f(y, t), y(t0) = x0,

en las cuales f y g son Lipschitz en x ∈ D ⊂ Rn y continuas
con respecto a (x, tε) ∈ D× [t0, ε)×(0, ε0]. Entonces y(t) =
xε(t) +O(ε) para t < 1

ε .

Bibliografía
[1] Theoria motuum lunae. Berlin 1753, E. 187: O.II, 23.

[2] Theoria motuum lunae. Petersburg 1772, E. 418: O.II,
22.

[3] Lagrange, J.-L., Mécanique Analytique (2 vols.), edi-
tion Albert Blanchard, Paris (1788).
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chelier, Paris (1799-1825).

[5] G. W. Hill. A new theory of Jupiter and Saturn. Astro-
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tical Almanac. 1890.
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l teorema de Ptolomeo, que muchos de nosotros
vimos en el curso de Geometría Moderna I de la
Facultad de Ciencias de la UNAM, afirma que si
M = (p1, p2, p3, p4) es una cuaterna de puntos dis-

tintos de la circunferencia C ⊆ R2, y el orden de aparición de
los puntos de M sobre C es dextrógiro (es decir, en el sentido
de las manecillas del reloj –véase la figura 1), entonces

λ13λ24 = λ12λ34 + λ23λ14,

donde λjk es la longitud euclidiana del segmento de recta que
une los puntos pj y pk.

Figura 1: Configuración para el teorema de Ptolomeo en el
plano Euclidiano.

El teorema de Ptolomeo es, definitivamente, un teorema
de la Geometría Euclidiana. ¿Qué hay de posibles “teoremas
de Ptolomeo” en Geometrías no Euclidianas, en particular la
Hiperbólica? Consideremos el disco hiperbólico D, cuya fron-
tera al infinito es la circunferencia euclidiana S1 que consiste
de todos los números complejos de norma 1. Tomemos una
cuaterna M = (p1, p2, p3, p4) de puntos de S1 como en el
párrafo anterior, es decir, tal que la aparición de p1, p2, p3
y p4 en S1 sea dextrógira. Definamos [pj , pk] ⊆ D como la
geodésica hiperbólica que resulta de intersectar D con la úni-
ca circunferencia euclidiana que es ortogonal a S1 y pasa por
pj y pk. Queremos definir un número real λjk en términos
de [pj , pk]. Ahora bien, dado que p1, p2, p3, p4 ∈ S1, todas
las geodésicas [pj , pk] tienen longitud hiperbólica infinita, de
manera que no tiene mucho sentido definir λjk como la

longitud hiperbólica de [pj , pk]. Para poder extraer de [pj , pk]
un número real, “cortaremos” [pj , pk] en dos puntos y consi-
deraremos el segmento finito que resulta de hacer estos dos
cortes. Nuestros “puntos de corte” no pueden ser completa-
mente arbitrarios, pues queremos obtener una igualdad como
la del teorema de Ptolomeo.

Para cada j ∈ {1, 2, 3, 4}, tomemos un horociclo arbitra-
rio basado en pj , esto es, una circunferencia euclidiana con-
tenida en D ∪ S1 y tangente a S1 en pj ; llamemos Hj a este
horociclo –véase la figura 2. Para cada k ∈ {1, 2, 3, 4} \ {j},

Figura 2: Configuración para el teorema de Ptolomeo en el
plano hiperbólico.

el horociclo Hj intersecta [pj , pk] en un único punto, al que
denotaremos qjk. Son los puntos qjk los que tomaremos co-
mo “puntos de corte”. Así, para i, j ∈ {1, 2, 3, 4} tales que
i 6= j, definimos

λjk =
√
e`(qjk,qkj)

donde `(qjk, qkj) es la distancia hiperbólica entre qjk y qkj si
Hjk ∩Hkj = ∅, y menos dicha distancia si Hjk ∩Hkj 6= ∅,
mientras e es el conocido número real cuyo logaritmo natural
es 1. El número λjk, definido inicialmente por Robert Penner,
es comúnmente llamado la longitud lambda de [pj , pk] con
respecto a los horociclos Hj y Hk. Penner prueba que:

Teorema 1. [13] Para cualquier cuaternaM = (p1, p2, p3, p4)
de puntos de S1 que esté ordenada de manera dextrógira, y
para cualquier elección H = (H1, H2, H3, H4) de horoci-
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clos respectivamente basados en p1, p2, p3 y p4, las corres-
pondientes longitudes lambda satisfacen la igualdad

λ13λ24 = λ12λ34 + λ23λ14.

¿Sirven las longitudes lambda para algo más que hacer
que se cumpla la igualdad de Ptolomeo, o son sólo el resul-
tado de una construcción ad hoc sin mayores implicaciones?
Para esbozar una respuesta a esta pregunta, intentaremos in-
terpretar las longitudes lambda como funciones coordenadas
de cierto espacio, y la igualdad de Ptolomeo como un cambio
de coordenadas correspondiente a una operación combinato-
ria simple.

Un cuadrilátero ideal es la envolvente convexa hiperbó-
lica de la unión de las geodésicas hiperbólicas determinadas
por cuatro elementos distintos de S1, un cuadrilátero ideal
decorado es una pareja consistente de un cuadrilátero ideal
Σ y una elección de cuatro horociclos respectivamente basa-
dos en los cuatro puntos de S1 que determinan Σ. El conjunto
Cuad = {(M,H) |M = (p1, p2, p3, p4) yH = (H1, H2, H3, H4)
son como en el teorema 1} ciertamente parametriza al conjun-
to de todos los cuadriláteros ideales decorados que tienen un
vértice distinguido (siendo este vértice el primer miembro de
la cuaterna ordenada M ), pero la parametrización es redun-
dante si se toma en cuenta Iso+(D), el grupo de las isome-
trías hiperbólicas de D que preservan la orientación. Para des-
hacernos de la redundancia, introduzcamos una relación de
equivalencia en Cuad como sigue: (M,H) ∼ (M ′, H ′) si y
sólo si existe γ ∈ Iso+(D) tal que γ(pj) = p′j y γ(Hj) = H ′j
para toda i ∈ {1, 2, 3, 4}.

Encontremos una parametrización de Cuad / ∼. Pues-
to que Iso+ actúa transitivamente en el conjunto cuyos ele-
mentos son las ternas ordenadas de puntos distintos de S1
cuyo orden es dextrógiro, cada clase de equivalencia de ∼
contiene un elemento (M,H) tal que M = (−i,−1, i, p4).
Más aun, si (M ′, H ′) es tal que M ′ = (−i,−1, i, p′4) con
p4 6= p′4, entonces (M,H) y (M ′, H ′) pertenecen a clases de
equivalencia distintas, pues la identidad es el único elemen-
to de Iso+ que fija a una terna dada de puntos distintos de
D ∪ S1; y si (−i,−1, i, p4) = (−i,−1, i, p′4), pero H 6= H ′,
entonces (M,H) y (M ′, H ′) pertenecen a clases de equiva-
lencia distintas, por la misma razón. Por lo tanto, el conjunto
R = {((−i,−1, i, eiθ), (H1, H2, H3, H4)) | θ ∈ (−π2 ,

π
2 ), y

H1, H2, H3 y H4 son horociclos basados en −i,−1, i, y eiθ,
respectivamente} es un sistema de representantes de las clases
de equivalencia de ∼.

Dado que el conjunto de horociclos basados en un pun-
to dado de S1 puede ser parametrizado por R>0 (véase [13]
para una parametrización explícita en términos del cono de
luz del espacio de Minkowski R2+1), de lo anterior conclui-
mos que Cuad / ∼ puede ser parametrizado de manera no
redundante por los puntos de R5

>0 (obsérvese que (−π2 ,
π
2 ) y

R>0 son difeomorfos mediante la función θ 7→ e
sin θ
cos θ ). Aho-

ra bien, Cuad / ∼ tiene una topología natural, definible de
manera intrínseca, que no describiremos aquí; el lector in-
teresado puede consultar [13]. Con respecto a esta topología,
la parametrización que hemos dado de Cuad / ∼ por puntos
de R5

>0 es un difeomorfismo. Sin embargo, de acuerdo a esta

parametrización, las funciones coordenadas R5
>0 → R>0 (es

decir, las proyecciones) no tienen todas la misma naturaleza,
pues una de ellas corresponde a la elección de un punto en
S1, mientras que las otras cuatro corresponden a la elección
de horociclos. Nuestra siguiente tarea es dar una parametri-
zación cuyas cinco funciones coordenadas tengan la misma
naturaleza.

Consideremos un cuadrado euclidiano orientado C ⊆ R2,
con vértices v1, v2, v3, v4, ordenados de forma dextrógira, y
tomemos v1 como vértice distinguido de C. Denotemos por
x13 y x24 las dos diagonales de C. Fijemos una de ellas, diga-
mos xk`. Para cada (M,H) ∈ R, tenemos entonces las cinco
geodésicas [p1, p2], [p2, p3], [p3, p4], [p4, p1] y [pk, p`] (donde
p1 = −i, p2 = −1 y p3 = i), que, con la ayuda de los horo-
ciclos en H , dan lugar a los cinco números λ12, λ23, λ34, λ14
y λk`.

Teorema 2. [13] La asignación

(M,H) 7→ (λ12, λ23, λ34, λ14, λk`)

constituye un difeomorfismo Cuad / ∼→ R5
>0.

El espacio T̃ (C) = Cuad / ∼ recibe el nombre de espa-
cio de Teichmüller decorado del cuadrado con un vértice dis-
tinguido. La construcción de los párrafos anteriores nos dice
que Cuad / ∼ puede ser intuitivamente interpretado como el
conjunto de todas las formas posibles de asignar a C una mé-
trica hiperbólica d con respecto a la que C \ {v1, v2, v3, v4}
es encajable como un cuadrilátero ideal en D, y a cada vér-
tice ideal de este cuadrilátero ideal un horociclo basado en
él, estando dos asignaciones identificadas si son isométricas
mediante una isometría que preserva el punto distinguido v1.
Más aun, la elección de una de las dos diagonales del cua-
drado C induce la elección bien definida de una de las dos
diagonales geodésicas en cada elemento de Cuad, pues en C
se ha tomado un vértice distinguido, los elementos de Cuad
son pares de cuaternas ordenadas, y la relación ∼ respeta el
orden de las cuaternas.

Vemos así que cada triangulación “combinatoria” de C
induce una parametrización del espacio de Teichmüller deco-
rado cuyas funciones coordenadas son longitudes lambda. El
teorema 1 nos dice entonces que el cambio de coordenadas
inducido por la operación combinatoria que reemplaza una
diagonal de C por la otra diagonal1 está dado precisamente
por la relación de Ptolomeo. En pocas palabras, la relación de
Ptolomeo es un cambio de coordenadas.

¿Es posible extender los teoremas 1 y 2 a otras superficies
que admiten métricas hiperbólicas? Tomemos un polígono re-
gular euclidiano orientado P ⊆ R2 con n vértices, distinga-
mos un vértice v de P y definamos el espacio de Teichmüller
decorado T̃ (P ) de la misma manera que lo hicimos para el
cuadrado.

Teorema 3. [13] Cada triangulación τ de P da lugar a un
difeomorfismo T̃ (P ) → R|τ |>0 mediante la medición de lon-
gitudes lambda. El cambio de coordenadas inducido por una
movida de Whitehead está dado por la relación de Ptolomeo.

1Esta operación es conocida como movida de Whitehead o flip.
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De hecho, Sergey Fomin y Dylan Thurston prueban en [9]
que el teorema 3 sigue cumpliéndose si en lugar de P toma-
mos una pareja (Σ,M) consistente de una superficie compac-
ta conexa orientada Σ, con frontera posiblemente vacía, y un
subconjunto finito no vacío M de Σ que contenga al menos
un punto por cada componente conexa de la frontera de Σ (el
conjunto M hace las veces de conjunto de vértices, que al con-
siderar métricas hiperbólicas se convierten en puntos ideales,
tal como sucedió en el caso del cuadrado). Trabajos posterio-
res de Anna Felikson, Michael Shapiro y Pavel Tumarkin [7],
y Leonid Chekhov y Michael Shapiro [6], han generalizado el
teorema 3 a la situación que permite la presencia no sólo de
puntos ideales, sino de puntos orbifold también.

Consideremos ahora la variedad Grassmanniana Gr2(C4),
cuyos elementos son los C-subespacios vectoriales de C4 que
tienen dimensión sobre 2 sobre C. Si por R2(C4×2) deno-
tamos el conjunto cuyos elementos son las matrices de ta-
maño 4 × 2 con coeficientes en C que tienen rango 2, y si
para cada A = (vA, wA) ∈ R2(C4×2) definimos gen(A)
como el C-subespacio vectorial de C4 generado por los dos
vectores columna vA, wA ∈ C4 que conforman A, tenemos
una función suprayectiva gen : R2(C4×2) → Gr2(C4). Si
B = (vB , wB) ∈ R2(C4×2) es una matriz tal que gen(B) =
gen(A), entonces podemos escribir vB = α1vA + α2wA y
wB = β1vA + β2wA. Un cálculo extremadamente sencillo
muestra que en el espacio

∧2
(C4) = C4 ∧ C4 sucede que

vB∧wB = det(X)vA∧wA, donde X =

(
α1 β1
α2 β2

)
. (1)

Si P(
∧2

(C4)) es el espacio proyectivo cuyos elementos son
los C-subespacios vectoriales de dimensión 1 de

∧2
(C4), y si

por [x] denotamos el C-subespacio vectorial de
∧2

(C4) ge-
nerado por un vector no nulo x ∈

∧2
(C4), entonces de la

igualdad det(X)vA ∧ wA = vB ∧ wB deducimos que [vA ∧
wA] = [vB ∧wB ]. Esto significa que la funciónR2(C4×2)→
P(
∧2

(C4)) dada por A 7→ [vA ∧ wA] es constante en cada
fibra de la función gen : R2(C4×2) → Gr2(C4), lo que im-
plica que hay una función ι : Gr2(C4) → P(

∧2
(C4)) con la

propiedad de que el diagrama

R2(C4×2) //

gen

��

P(
∧2

(C4))

Gr2(C4)

ι

88

conmuta (concretamente, ι(W ) = [v∧w] para cualquier base
{v, w} de W ∈ Gr2(C4)). Esta función ι, usualmente lla-
mada encaje de Plücker, es inyectiva, pues si un elemento
W ∈ Gr2(C4) y cualquier base (ordenada) {v, w} de W nos
son dados, entonces W coincide con el núcleo de la función
C-lineal C4 →

∧3
(C4) dada por u 7→ u ∧ v ∧ w.

Para cada j ∈ {1, 2, 3, 4} denotemos por ej al vector en
C4 que tiene un 1 en la j-ésima coordenada y 0 en las demás,
de manera que β = {e1, e2, e3, e4} es la base estándar de
C4 como C-espacio vectorial. Es bien sabido que γ = {e1 ∧
e2, e1 ∧ e3, e1 ∧ e4, e2 ∧ e3, e2 ∧ e4, e3 ∧ e4} es una base

de
∧2

(C4) como C-espacio vectorial, a la que llamaremos
base estándar de

∧2
(C4). Un sencillo cálculo similar al que

establece (1) muestra que si

A = (vA, wA) =


a11 a12
a21 a22
a31 a32
a41 a42

 ∈ R2(C4×2),

entonces

vA ∧ wA = (a11a22 − a21a12)e1 ∧ e2
+ (a11a32 − a31a12)e1 ∧ e3
+ (a11a42 − a41a12)e1 ∧ e4
+ (a21a32 − a31a22)e2 ∧ e3
+ (a21a42 − a41a22)e2 ∧ e4
+ (a31a42 − a41a32)e3 ∧ e4,

lo que significa que si para cada par j, k ∈ {1, 2, 3, 4} con
j < k definimos ωjk como el determinante de la matriz de
tamaño 2×2 que resulta de borrar deA los renglones diferen-
tes de los renglones j-ésimo y k-ésimo, entonces vA ∧ wA =∑

1≤j<k≤4 ωjkej ∧ ek. Los coeficientes ωjk son usualmen-
te conocidos como coordenadas de Plücker de gen(A) ∈
Gr2(C4). Mientras que los números ωjk no están determi-
nados de manera única por gen(A), el elemento

[ω12, ω13, ω14, ω23, ω24, ω34] = ι(gen(A))

del espacio proyectivo P(C6) = P
(∧2

(C4)
)

sí lo está. En
otras palabras, las coordenadas de Plücker de gen(A) son las
coordenadas homogéneas de ι(gen(A)) ∈ P

(∧2
(C4)

)
con

respecto a la base estándar de
∧2

(C4).
Mediante un cálculo muy elemental puede verificarse que

ω13ω24 = ω12ω34 + ω14ω23. (2)

Vemos que la igualdad de Ptolomeo es satisfecha por las coor-
denadas de Plücker de Gr2(C4). Si, abusando de la notación,
escribimos ωjk para referirnos a la función

∧2
(C4)→ C da-

da por
∑

1≤r<s≤4 ωrser∧es 7→ ωjk, vemos que (2) es en rea-
lidad una igualdad de funciones dentro del anillo coordenado
afín C[

∧2
(C4)] = C[ω12, ω13, ω14, ω23, ω24, ω34]. El hecho

de que los polinomios ω13ω24 y ω12ω34 + ω14ω23 son homo-
géneos permite interpretar (2) como una igualdad en el anillo
coordenado homogéneo del espacio proyectivo P(

∧2
(C4)).

Tomemos ahora cualquier entero n ≥ 4. Resulta claro
que todo lo que hemos dicho hasta ahora sobre Gr2(C4) es
válido para Gr2(Cn) (con las adaptaciones obvias –por ejem-
plo, hay que considerar

∧2
(Cn), cuya base estándar tiene

n(n−1)
2 elementos), incluso la igualdad (2) si interpretamos

ésta sin sustituir el número 4 por n. Por otro lado, es de espe-
rar que ahora que n es un entero arbitrario mayor que 3, las
coordenadas de Plücker de Gr2(Cn) satisfagan más relacio-
nes además de la dada en (2). El hecho de que el teorema de
Ptolomeo vale para cualquier cuadrilátero inscrito en una cir-
cunferencia nos sugiere hacer lo siguiente. Tomemos un po-
lígono regular euclidiano orientado P ⊆ R2 con n vértices,
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Figura 3: Cuatro vértices de P .

y etiquetemos sus vértices dextrógiramente con los números
1, 2, . . . , n. Los segmentos de recta que conectan parejas de
vértices de P están biyectivamente parametrizados por el con-
junto ∆ = {(j, k) | 1 ≤ j < k ≤ n} mediante la regla que a
cada (j, k) ∈ ∆ asigna el segmento de recta que conecta los
vértices de P etiquetados con los números j y k; abusando
de la notación, escribiremos (j, k) o (k, j) para referirnos al
segmento de recta correspondiente. Con este abuso notacio-
nal, observamos que cada elemento de ∆ es un lado o una
diagonal de P .

Tomemos 4 vértices de P , digamos j, k,m, `, y supon-
gamos que la aparición de éstos es dextrógira, como en la
figura 3, Definamos ωrs = −ωsr si 1 ≤ s < r ≤ n. El mis-
mo cálculo elemental que establece (2) muestra entonces que
ωjmωk` = ωjkωm` + ωkmω`j . Considerando todas las po-
sibles elecciones de j, k,m, `, vemos que hemos encontrado
una colección de polinomios que se anulan en todo elemento
elemento de la forma vA ∧ wA con A ∈ R2(Cn×2), a saber,
la colección

S = {ωjkωm` + ωkmω`j − ωjmωk` |
los vértices j, k,m, ` de P aparecen como en la figura 3}

⊆ C[
2∧

(Cn)] = C[ωrs | 1 ≤ r < s ≤ n].

El hecho de que todos los elementos de S son homogéneos
nos dice entonces que los elementos de S se anulan

ι(Gr2(Cn)) ⊆ P(
2∧

(Cn)).

El siguiente resultado es bien conocido, el lector puede en-
contrar una prueba en [15].

Teorema 4. La imagen de Gr2(Cn) bajo el encaje de Plücker
ι coincide con el subconjunto de P(

∧2
(Cn)) que consiste pre-

cisamente de los ceros de S. El anillo coordenado homogé-
neo C[ι(Gr2(Cn))] es un dominio entero. Consecuentemente,
ι(Gr2(Cn)) es una variedad proyectiva irreducible.

Como ι es inyectiva, podemos usar este teorema para ver
Gr2(Cn) como variedad proyectiva irreducible. De esta ma-
nera, Gr2(Cn) tiene su anillo coordenado homogéneo
C[Gr2(Cn)].

Fijemos una triangulación arbitraria σ de P , el anillo de
polinomios en |σ| = 2n− 3 indeterminadas,

C[σ] = C[xjk | (j, k) ∈ σ],

y el correspondiente campo de funciones racionales C(σ) =
C(xjk | (j, k) ∈ σ). Dada cualquier triangulación τ de P , es
posible encontrar una sucesión finita

(τ0 = σ, τ1, . . . , τr−1, τr = τ)

de triangulaciones de P con la propiedad de que τs−1 y τs
están relacionadas por una movida de Whitehead para s ∈
{1, . . . , r}. Digamos que τs = (τs−1 \ (ks, `s))∪{(js,ms)},
y definamos funciones racionales xjsms ∈ C(σ) mediante la
regla recursiva

xjsms =
xjsksxms`s + xksmsx`sjs

xks`s
, (3)

donde js, ks,ms, `s son los vértices, ordenados dextrógira-
mente, del cuadrilátero de τs−1 en el que (js,ms) aparece
como diagonal. Resultados de Fomin-Shapiro-Thurston [8]
permiten mostrar que la función racional xjrmr está deter-
minada por la diagonal (jr,mr), es decir, que no depende
de la triangulación τ a la que pertenece ni de la sucesión
(τ0 = σ, τ1, . . . , τr−1, τr = τ) que conecta a σ con τ me-
diante movidas de Whitehead.

Teorema 5. [11, Ejemplos 12.4 y 12.6, y Proposición 12.7]
El anillo coordenado homogéneo C[Gr2(Cn)] es isomorfo
a la C-subálgebra de C(σ) generada por el conjunto X =
{xjk | (j, k) es diagonal de P} ∪ {xjk | (j, k) es lado de P}.

Sergey Fomin y Andrei Zelevinsky han introducido en
[10, 11, 12, 3] las álgebras de conglomerado. A muy gran-
des rasgos, para A ∈ {Z,Q,C}, un álgebra de conglome-
rado está definida como la A-subálgebra que dentro de un
campo de funciones racionales apropiado genera un conjunto
X de funciones racionales cuyos elementos son producidos
por una regla recursiva similar a la definida en (3), regla a
la que Fomin-Zelevinsky llaman mutación. En la terminolo-
gía de Fomin-Zelevinsky, el teorema 5 afirma que el anillo
coordenado homogéneo de la Grassmanniana Gr2(Cn) es un
álgebra de conglomerado.

Usando una parametrización de las coordenadas de Plüc-
ker de la Grassmanniana Grk(Cn) que refina la parametriza-
ción que aquí hemos dado en términos de diagonales de polí-
gonos en el caso k = 2, J. Scott muestra en su tesis doctoral
[14] que para cualquier n ≥ 5 y cualquier k ∈ {2, . . . , n}, el
anillo coordenado homogéneo de Grk(Cn) es un álgebra de
conglomerado.

La sección What is...? de la revista Notices of the AMS
ha publicado la nota [16], en la que Andrei Zelevinsky da una
breve descripción de los ingredientes que conforman la defini-
ción de álgebra de conglomerado. Tras menos de 15 años de
su invención, las álgebras de conglomerado han tenido apa-
riciones en una gran cantidad de áreas de la Matemática2 e
incluso en la Física Teórica3.

2Por ejemplo: teoría de representaciones, teoría de Lie, sistemas integra-
bles, geometría de Poisson, geometría simpléctica, geometría algebraica con-
mutativa y no conmutativa, simetría especular, KP-solitones, 3-variedades hi-
perbólicas y teoría de Teichmüller.

3Más específicamente: teoría de cuerdas, teorías cuánticas de campos,
véase, por ejemplo, [1, 2, 4, 5]
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Nota. En lo referente a las coordenadas y relaciones de Plüc-
ker y a su vínculo con la combinatoria de las triangulaciones
de polígonos, hemos basado parte de nuestra exposición en la
nota expositoria [15].
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l 14 de marzo de 2016 se otorgó el grado de Doctor
en Ciencias Matemáticas a Leonardo Ramiro Lau-
ra Guarachi, dentro del programa conjunto UNAM–
UMSNH. La graduación de este nuevo doctor se re-

viste de un hecho singular porque se trata de la vigésima tesis
doctoral que dirige el Dr. Onésimo Hernández–Lerma, Inves-
tigador Nacional Emérito (SNI) y también Investigador Emé-
rito del Departamento de Matemáticas, CINVESTAV-IPN, su
centro de trabajo desde el año 1978.

Para tener una idea de lo que significa que un solo profe-
sor haya dirigido 20 tesis doctorales, podemos mencionar que
desde la fundación del Cinvestav–IPN en 1961 hasta abril de
2016 se han graduado en total 105 doctores en matemáticas.
Esto dice que 20 tesis de doctorado equivalen a un poco más
del 19 % de los doctorados en matemáticas otorgados por el
Cinvestav. Cabe destacar que adicionalmente a estos veinte
alumnos graduados de doctorado, el Dr. Hernández–Lerma
ha supervisado 40 estudiantes de maestría. Esto ha redunda-
do en que algunas de las áreas de investigación cultivadas por
el Dr. Hernández–Lerma, como son el Control estocástico y
la Teoría de juegos dinámicos, estén en pleno crecimiento en
México. La labor del Dr. Hernández–Lerma a través de su
trabajo de investigación y el de sus alumnos tiene un impacto
profundo a nivel nacional e internacional.

En una Carta Informativa de la Sociedad Matemática Me-
xicana de noviembre 2001 se daba cuenta de un hecho simi-
lar. En aquella ocasión, el Dr. Hernández–Lerma graduaba a
su décimo tesista de doctorado; el primero, Rolando Cavazos
Cadena, se había graduado en 1985. Casi el mismo lapso de
tiempo fue necesario para informar de este nuevo hecho. Para
quienes le conocen desde hace tiempo sigue llamando la aten-
ción la vitalidad que transmite el profesor Hernández–Lerma,
quien parece intocable por el paso del tiempo, y donde el rit-
mo con que ha graduado a sus estudiantes es testigo de lo ya
dicho.

Aún para los parámetros de la comunidad matemática in-
ternacional es muy encomiable la dirección de tal número de
tesis, donde incluso dos de ellas han sido merecedoras al pre-
mio Weizmann en Ciencias Exactas y dos de sus ex-alumnos
ya tienen Nivel 3 en el SNI. Estas tesis son un referente de

la exigencia de trabajo y compromiso que el Dr. Hernández–
Lerma pide a sus estudiantes y a sí mismo. Disciplina que
si bien ha servido para encaminar exitosamente en la inves-
tigación a muchos de sus doctorados, también ha dejado en
el camino a varios de ellos según reconoce, con cierto dejo
de sinsabor, el Dr. Hernández–Lerma. Sin embargo, también
menciona que ha tenido estudiantes sobresalientes cuya inves-
tigación ha sido concluida en un tiempo notablemente corto,
donde ha sido la escritura y revisión de la tesis lo que absorbió
más tiempo a sus estudiantes.

Ante la pregunta de que si el asesor es quien escoge al es-
tudiante, se queda momentáneamente pensativo. Finalmente
concluye que es el estudiante quien escoge al asesor y opina
que esa decisión queda determinada por el interés particular
de cada estudiante. Sin embargo, la seriedad y la capacidad
del asesor es un polo de atracción que da seguridad al estu-
diante empeñoso de que podrá concluir satisfactoriamente su
formación doctoral.

Desde su óptica, la mayoría de los estudiantes con licen-
ciatura y aún con maestría, y que deseen obtener un doctorado
no se deben condicionar por la rama o ramas de las matemá-
ticas que hayan abordado o no con anterioridad. Es de sabios
cambiar de opinión, pero sobre todo de apasionarse por lo que
se desea estudiar; este ingrediente, el tesón y la adecuada di-
rección de un asesor podrán culminar con éxito en una línea
de estudio que el estudiante realmente ha elegido convencida-
mente. Dicho de otra forma, en un estudio doctoral se puede
elegir una opción no contemplada hasta el momento y aún así
tener éxito. Este ha sido el caso de algunos de sus estudiantes,
donde la solidez como investigador del Dr. Hernández–Lerma
ha sido parte fundamental en la formación de éstos.

Ciertamente el logro de haber ya dirigido 20 tesis doctora-
les va entrelazado con veinte personas, dos de ellas mujeres,
que tomaron el riesgo y fortuna de trabajar bajo la dirección
del Dr. Hernández–Lerma y que sin su esfuerzo no hubiera
sido posible escribir estas líneas. Enhorabuena a todos ellos y
ellas también.

En la ya mencionada Carta Informativa del año 2001 se
enumeró la lista de los primeros 10 graduados. Presentamos
ahora la lista completa y así algunos lectores podrán reco-
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nocer a quien haya sido o sea su actual profesor de análisis,
probabilidad, álgebra o cálculo, como uno de los graduados
de quien recibió el Premio Nacional de Ciencias y Artes en
2001, el máximo galardón académico que otorga el gobierno
de México.

Graduados de doctorado
1. Rolando Cavazos Cadena, 1985

2. Roberto S. Acosta Abreu, 1987

3. Sergio O. Esparza, 1989

4. Daniel Hernández Hernández, 1993

5. Raúl Montes de Oca Machorro, 1994

6. Fernando Luque Vásquez, 1997

7. Oscar Vega Amaya, 1998

8. Juan González Hernández, 1998

9. César E. Villareal Rodríguez, 1998

10. J. Rigoberto Gabriel Argüelles, 2000

11. Raquiel R. López Martínez, 2001

12. Jorge Álvarez Mena, 2002

13. Guadalupe Carrasco Licea, 2003

14. Mario A. Villalobos Arias, 2005
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